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Résumé 

La technologie des agents mobiles est un nouveau paradigme qui permet à des logiciels 
de suspendre leur exécution sur un hôte, de se transporter sur un autre hôte et de 
reprendre l'exécution au nouvel endroit. Cette technologie peut être utilisée, par exemple, 
dans une application commerciale ou pour effectuer un calcul distribué. La sécurité de ces 
agents devient une préoccupation importante dans les réseaux. Une menace pesant sur les 
agents est la présence de trous noirs, qui sont des hôtes qui détruisent complètement les 
agents qui les visitent. Ce mémoire présente des algorithmes de recherche de trous noirs 
dans les réseaux informatiques, ayant une topologie de tore, à l'aide d'agents mobiles 
partiellement synchrones. Des algorithmes optimaux ont été trouvés pour les anneaux, 
les tores de grandeur 2 par k, ainsi que les tores de grandeur 3 par k. Dans le cas général 
nous présentons un algorithme d'approximation avec taux 1.3 qui est asymptotiquement 
optimal lorsque la plus petite dimension du tore n'est pas bornée.



Abstract 

The technology of mobile agents is a new paradigm that makes it possible for software 
to suspend its execution on a host, to transfer itself onto another host and to continue its 
execution at the new location. This technology can be used, for example, in a commercial 
application or to carry out a distributed computation. The safety of these agents becomes 
an important concern in networks. One of the threats that the agents face is the presence 
of black holes, which are hosts that completely destroy the agents visiting them. This 
thesis presents algorithms in the data-processing networks, having a torus topology by 
using partially synchronous mobile agents. Optimal algorithms were found for the rings, 
the tori of sizes 2 by k, as well as the tori of sizes 3 by k. In the general case we present 
an approximation algorithm with a 1.3 rate which is asymptotically optimal when the 
smallest dimension of the torus is not limited.



Chapitre 1 

Introduction 

La technologie des agents mobiles est un nouveau paradigme qui permet à des logiciels 
de suspendre leur exécution sur un hôte, de se transporter sur un autre hôte et de 
reprendre l'exécution au nouvel endroit. Les agents aujourd'hui peuvent être de divers 
types, allant de simples objets distribués à des logiciels organisés combinant l'intelligence 
artificielle. 

Une des préoccupations principales des systèmes utilisant les agents mobiles doit être 
la sécurité. Il est important de protéger à la fois les hôtes et les agents des menaces 
pouvant provenir de leur environnement [20]. Ce problème est particulièrement pressant 
dans un environnement peu coopératif où il existe peu de normes, tel Internet. En fait, 
même si les agents sont dans un environnement contrôlé où ils coopèrent à un but 
commun, comme par exemple dans le cas d'un calcul distribué, des menaces au niveau 
de la sécurité peuvent survenir. Un bris matériel ou une défaillance de logiciel peuvent, 
par exemple, rendre un hôte dangereux pour les agents. 

Notre problème concerne la sécurité des agents dans les réseaux informatiques. Nous 
allons premièrement décrire ce que sont les agents et quels sont leurs avantages. Ensuite, 
nous allons expliciter le problème à la solution duquel nous voulons contribuer avec cette 
recherche.
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1.1 Les agents mobiles 

Le concept d'agents mobiles provient d'une analyse critique des méthodes de commu-
nication réalisée depuis la fin des années 1970. Cette section fait l'état des résultats de 
cette analyse et présente la notion des agents mobiles. 

1.1.1 Approche classique 

La communication dans les réseaux informatiques utilise l+appel de procédure à dis-
tance (RPC). Conçu vers la fin des années 1970, ce paradigme voit la communication 
dans ces réseaux comme étant la possibilité qu'un des systèmes puisse invoquer des pro-
cédures sur l'autre système. Chaque message sur le réseau transporte soit une requête 
soit le résultat d'un de ces appels. La requête contient les données qui sont les para-
mètres d'entrée de la procédure appelée et la réponse contient les données produites par 
la procédure appelée. Les systèmes qui établissent une telle communication s'entendent 
à l'avance sur les différentes procédures accessibles, le type d'arguments utilisé et les 
résultats obtenus par ces procédures. Cette entente s'appelle le protocole [23]. 

Pour effectuer des tâches distantes, un utilisateur doit envoyer à un système distant 
une série d'appels de procédure à distance. Chaque appel représente un message qui 
circule sur le réseau. Par exemple, un utilisateur voulant supprimer tous les fichers de 
plus de deux mois sur un serveur distant doit envoyer un message pour avoir la liste 
des fichiers, attendre la réponse, sélectionner les n fichiers datés de plus de deux mois et 
envoyer un message par fichier à supprimer. De plus, pour des traitements plus complexes 
et plus longs, pour avoir une interaction continue, il est nécessaire de maintenir une 
communication constante. Ceci est peu pratique lorsque le coût de la communication est 
élevé. 

1.1.2 Approche par agents mobiles 

Une procédure alternative est d'utiliser la programmation distante. Cette approche 
permet, non seulement, d'appeler des procédures sur un système distant, mais de lui 
fournir les procédures à exécuter. Chaque message sur le réseau transporte une procédure 
que le système hôte doit exécuter ainsi que les données associées à cette procédure. Celle-
ci est mise en veille sur le système appelant et est envoyée sur un système hôte afin qu'elle
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poursuive son exécution. Les données représentent l'état de la procédure, c'est-à-dire à 
quel endroit de son exécution elle doit reprendre sur le système hôte. 

Les deux systèmes s'entendent sur les instructions qui sont autorisées dans les procé-
dures et sur les types de données qui sont alloués dans les états. Cette entente s'appelle 
le langage. Le langage inclut les instructions qui permettent aux procédures de prendre 
des décisions, d'examiner et de modifier leurs états et d'appeler des procédures dispo-
nibles sur le système hôte. Ces procédures et leurs états sont appelés agents mobiles pour 
mettre l'emphase sur le fait qu'ils représentent le système qui les a créés, même lorsqu'ils 
sont dans le système hôte [23]. 

Un utilisateur voulant supprimer tous les fichiers de plus de deux mois sur un serveur 
distant n'a qu'un message à envoyer sur le réseau, l'agent pourra décider sur place quels 
fichiers sont à supprimer. Les agents peuvent aussi être utilisés pour un calcul distribué 
complexe. Par exemple, lorsqu'un processus se rend à un point où il peut effectuer un 
calcul en parallèle, il crée des agents qui vont effectuer leur partie de calcul sur des 
systèmes hôtes pour ensuite revenir donner les résultat au processus parent. On peut 
même penser à une utilisation d'applications sur demande, les agents allant effectuer un 
travail sur les systèmes hôtes pour un certain temps et étant supprimés par la suite. 

Un avantage de l'approche par agents mobiles est la performance au niveau de la 
communication sur le réseau : plus la tâche est longue et complexe, plus les agents offrent 
un avantage sur le nombre de messages envoyés sur le réseau. Non seulement on fait une 
économie sur le nombre de messages, mais la communication n'a pas besoin d'être établie 
en permanence lors du traitement. Cet avantage peut être très important lorsqu'on ne 
peut pas se permettre une communication constante entre les systèmes. Un autre bénéfice 
est qu'on peut personnaliser le traitement à effectuer sur le système hôte, en définissant 
des procédures spécifiques pour des traitements spécifiques. Ainsi, l'utilisateur final n'a 
plus besoin d'installer plusieurs applications localement pour bénéficier des services d'une 
entreprise, la tâche étant accomplie par les agents dans un environnement contrôlé. 

1.2 Définition du problème 

La nature des agents mobiles les rend vulnérables aux attaques des hôtes sur le réseau. 
Un agent qui est compromis ou même pire, détruit, peut interrompre un traitement qui
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a été amorcé précédemment et l'empêche de se terminer correctement. Il devient donc 
important de développer des stratégies pour protéger les agents. 

Le plus grand danger que court un agent est de rencontrer un trou noir, c'est-à-dire 
un hôte qui détruit complètement un agent qui le visite sans laisser de traces. Un tel 
danger n'est pas improbable et peut être causé par les défaillances matérielles ou par 
les virus infectant des hôtes du réseau. Pour protéger les agents d'une telle menace, des 
algorithmes de recherche de trou noir ont été proposés dans la littérature (section 2.3). 
Une fois la localisation des trous noirs identifiée, les agents peuvent éviter ces hôtes 
dangereux ou bien des actions de récupérations peuvent être entreprises. 

Certains chercheurs ont proposé un modèle où les agents sont de nature asynchrone 
(section 2.3.1), c'est-à-dire que le déplacement des agents se fait en un temps fini, mais 
dont la durée n'est pas bornée. Une telle supposition implique qu'il nous est impossible 
de déterminer avec certitude si un agent a rencontré un trou noir ou bien s'il traverse 
simplement un lien qui est lent. 

Le cas des agents totalements asynchrones survient rarement en pratique. On peut 
souvent établir une borne supérieure sur le temps de déplacement des agents. Il devient 
donc intéressant d'étudier la recherche de trous noirs dans cet environnement qui est 
dit partiellement synchrone. La recherche (section 2.3.2) dans ce domaine ne fait que 
débuter, certains résultats pour les réseaux à topologie de ligne et de l'arbre ont été 
trouvés [7] et des études sur la complexité [8, 21] ont été faites. 

Nous proposons de continuer les travaux sur la recherche de trou noir dans les réseaux 
informatiques à l'aide d'agents mobiles dans le modèle partiellement synchrone. Notre 
travail porte sur les réseaux à topologie de tore comportant un trou noir et utilisant deux 
agents mobiles. Deux est le nombre minimal d'agents pour localiser un trou noir : un 
agent a été prouvé insuffisant. La topologie du tore a été choisie à cause de sa simplicité 
et sa popularité dans les applications. Un cas particulier du tore est l'anneau une des 
architectures fréquemment rencontrées en pratique. À la lumière de l'utilité des agents 
mobiles et du besoin actuel au niveau de la sécurité, nous pensons que notre travail sera 
utile pour la communauté informatique.
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1.3 Présentation des résultats 

Nous avons réussi à obtenir des algorithmes optimaux du point de vue du temps de 
fonctionnement pour les anneaux, ainsi que les tores de grandeur 2 par k et les tores de 
grandeur 3 par k. Dans le cas général nous présentons un algorithme d'approximation 
avec taux 1.3 qui est asymptotiquement optimal lorsque la plus petite dimension du tore 
n'est pas bornée. 

La plus grande partie du travail de ce mémoire est de trouver les bornes inférieures 
pour le temps des algorithmes travaillant dans chacune des topologies étudiées. Les algo-
rithmes d'exploration efficace viennent de manière presque naturelle lorsque l'on connaît 
bien le sujet. C'est de prouver qu'ils sont optimaux ou asymptotiquement optimaux qui 
est la difficulté principale de ce mémoire.



Chapitre 2 

Revue des écrits 

Cette revue de la littérature comprend trois sections. Puisque le sujet de la recherche 
d'un trou noir dans les réseaux informatiques à l'aide d'agents mobiles est récent, il est 
intéressant d'en voir les sources et les domaines connexes. Nous allons faire un bref survol 
des différents problèmes et modèles que l'on peut rencontrer dans les deux branches qui 
forment notre sujet. La première de ces branches est la tolérance aux pannes dans les 
réseaux. En effet, les trous noirs sont un type de panne qui agit sur les agents circulant 
dans les réseaux. La deuxième branche est celle de l'exploration des graphes à l'aide 
d'agents mobiles. La recherche des trous noirs dans les réseaux se rapproche aussi de 
l'exploration des graphes puisque des agents doivent parcourir un réseau qui est repré-
senté sous la forme d'un graphe. Finalement nous allons entrer dans le vif du sujet en 
présentant ce qui a été fait jusqu'à présent dans le domaine de la recherche d'un trou 
noir dans les réseaux à l'aide d'agents mobiles. 

2.1 Tolérance aux pannes dans les réseaux informa-

tiques 

Plus les réseaux grandissent, plus ils deviennent vulnérables aux pannes matérielles. 
Certains liens et/ou noeuds du réseaux peuvent tomber en panne. Il devient alors essen-
tiel de développer des algorithmes pouvant assurer une communication efficace malgré 
ces pannes, souvent sans même connaître leur localisation. Il existe deux stratégies pour 
assurer une communication efficace en présence de pannes : utiliser des algorithmes de
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communication tolérants aux pannes ou faire le diagnostic des pannes pour ensuite les 
éviter. La première stratégie propose de faire passer les messages dans le réseau sans 
savoir à l'avance où sont les pannes. Elle utilise plutôt la redondance pour obtenir des 
résultats. La deuxième, le diagnostic des pannes, utilise des tests pour déterminer la 
localisation des pannes dans le réseau (ou dans un système multiprocesseur). La commu-
nication peut ensuite être faite en évitant les processeurs en panne ou en les remplaçant 
par des processeurs fonctionnels. Certains paramètres du modèle doivent être détermi-
nés : le mode de communication, le type de pannes, la durée des pannes, la distribution 
des pannes et la flexibilité de l'algorithme. La définition de ces paramètres présentés ici 
a été tirée de [28] et [19]. Nous présenterons ensuite la communication tolérante aux 
pannes ainsi que le diagnostic des pannes. 

Les réseaux informatiques analysés sont représentés par des graphes, dont les noeuds 
représentent les hôtes et les arêtes représentent des liens de communication. Si l'arête 
est dirigée, la communication ne peut se faire que du noeud situé à la queue de l'arc au 
noeud situé à la tête de l'arc. Dans le cas où l'arête n'est pas dirigée, la communication 
peut se faire dans les deux sens. 

2.1.1 Paramètres du modèle 

L'envoi d'information entre deux hôtes est nommé un appel. Le mode de communi-
cation utilisé dans un réseau nous indique quels appels peuvent être faits par un hôte 
pendant une unité de temps et aussi l'information qui peut être échangée durant cet 
appel. Par exemple, dans le cas des communications radios, un hôte diffuse l'information 
à tous ceux qui sont dans son rayon de transmission. Autrement dit, un noeud envoie un 
message à tous ses voisins dans une même phase. On nomme ce mode de communica-
tion n-port. Si on prend le cas des communications réseaux cablés, un hôte doit envoyer 
l'information sur un lien qui le relie à un autre hôte du réseau. Souvent, l'information 
est envoyée à un seul voisin par phase, c'est le mode de communication 1-port. 

Dans chacun de ces deux cas, n-port et 1-port, on doit définir aussi l'information 
pouvant être échangée lors de ces messages. Lorsque les messages ne peuvent aller que 
dans une seule direction à la fois sur les arêtes du graphe qui représente le réseau, on 
dit que l'on est dans le modèle bidirectionnel à l'alternat. Ceci revient à dire que lorsque 
deux hôtes communiquent, seulement l'un d'entre eux peut envoyer un message à l'autre
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au cours d'une phase. Nous pouvons aussi être dans le cas d'un modèle moins restrictif, 
où les messages peuvent aller dans les deux directions en même temps durant une phase. 
Lorsque deux hôtes communiquent, ils peuvent s'envoyer mutuellement des messages. 
Ce modèle est appelé bidirectionnel simultané. 

Le modèle des pannes doit décrire quelles composantes du réseau peuvent être affectés 
par les pannes. Nous devons définir si ce sont les hôtes ou les liens qui peuvent être affectés 
par les pannes. Il peut aussi arriver que les deux types de composantes soient affectées à 
la fois. Le modèle doit ensuite définir le type de pannes qui sera traité. Nous subdivisons 
les pannes en deux types principaux : les pannes arrêts et les pannes byzantines. 

Lorsqu'on est en présence de pannes de type arrêt, soit l'hôte ne peut pas recevoir 
ou envoyer de messages, soit le lien ne peut plus les transmettre. Ce type de pannes 
est facile à traiter comparativement aux pannes byzantines. Malgré le fait que certaines 
informations puissent être perdues, lorsqu'on reçoit un message on peut être certain de 
la validité de son contenu. 

Dans le cas des pannes byzantines, la composante affectée peut agir de manière com-
plètement arbitraire et, certaines fois même, de manière malicieuse. La panne peut ou 
bien bloquer le message, ou bien l'envoyer à un mauvais endroit, ou bien encore altérer 
de manière nuisible tout message qui transite par cette composante. Ces pannes peuvent 
être causées, entre autres, par des agents malicieux dont le but est de nuire au processus 
de communication. Les pannes byzantines représentent le pire type de scénario pour la 
communication dans les réseaux. Les algorithmes qui fonctionnent dans le cas des pannes 
byzantines peuvent être utilisés dans le cas de chaque autre type de pannes. 

Une autre caractéristique des pannes qui doit être définie est la durée de celles-ci. 
L'un des scénarios envisagables est que la panne est présente au début de l'exécution 
de l'algorithme et qu'elle y demeure pour toute la durée de celui-ci. Ce type de panne 
est appelé panne permanente. Une autre possibilité est qu'une panne soit transitoire. 
Dans ce cas, la panne peut survenir à tout moment de l'algorithme et n'est présente que 
pendant une unité de temps. Lorsqu'un lien est affecté par une panne transitoire, on dit 
que c'est une erreur de transmission. Il est important de spécifier la durée des pannes 
dans le réseau, puisque, par exemple, si un lien tombe en panne de manière transitoire, 
un algorithme pourra envoyer de nouveau l'information sur ce lien, ce qui ne serait pas 
une bonne stratégie dans le cas de pannes permanentes.
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Certaines limitations sur le nombre de pannes dans le réseau doivent être imposées 
pour permettre une communication entre les hôtes. La distribution des pannes dans le 
réseau peut être vue selon deux modèles différents. Le premier suppose qu'il existe une 
borne sur le nombre de pannes pouvant être présentes dans le réseau. Dans le modèle 
borne', une limite supérieure k sur le nombre de pannes est imposé et on suppose qu'elles 
sont situées de la pire manière possible. L'objectif est d'envoyer le message à tous les 
noeuds n'étant pas en panne, sachant qu'il n'y a pas plus de k pannes dans le réseau. 

On appelle un tel algorithme k-tolérant. 

L'autre modèle, dit probabiliste, suppose que les pannes surviennent de manière aléa-
toire et indépendantes l'une de l'autre, avec une probabilité fixe. Dans ce cas, nous ne 
pouvons être certains de la terminaison de l'algorithme puisque, avec une petite pro-
babilité, toutes les composantes du réseau peuvent tomber en panne et empêcher toute 
transmission. Alors, un algorithme presque certain est recherché, c'est-à-dire que l'al-
gorithme doit fonctionner avec une probabilité de 1 - si le nombre de noeuds n est 
assez grand. Cela implique que la probabilité que l'algorithme fonctionne converge vers 
1. Normalement on peut renforcer la borne 1 - à 1 - , pour toute constante positive n	ne 
c, avec seulement l'ajout d'un facteur constant sur le coût de l'algorithme. 

On dit qu'un algorithme est non-adaptatif lorsqu'il doit déterminer préalablement 
toutes les actions devant avoir lieu à chaque phase. Pour ce qui est des algorithmes 
adaptatifs, chaque hôte du réseau peut déterminer ce qu'il fera dans la prochaine phase 
avec l'information qui lui est disponible. Les hôtes savent si les appels qu'ils ont faits 
dans les phases précédentes ont fonctionné et peuvent agir en conséquence dans les 
phases futures. Cependant, seule l'information disponible à l'hôte peut être utilisée pour 
déterminer ses actions, il n'existe pas de moniteur central qui sait tout ce qui se passe 
dans le réseau à chaque instant. Les algorithmes adaptatifs requièrent plus de mémoire 
et plus de puissance de calcul de la part des processeurs, mais peuvent être plus efficaces 
que les algorithmes non adaptatifs. 

2.1.2 Communication tolérante aux pannes 

Deux types de communications sont surtout étudiés dans ce domaine la diffusion 

générale et l'échange totale. Dans le cas de la diffusion générale, un hôte dans le réseau 
possède l'information et doit la faire parvenir à tous les autres hôtes qui ne sont pas
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en panne. L'hôte qui possède l'information de départ est appelé la source et on suppose 
qu'il n'est pas affecté par une défaillance. Pour ce qui est de l'échange total, tous les 
hôtes n'étant pas en panne doivent échanger avec tous les autres hôtes l'information 
qu'ils possèdent. Cet échange aboutit souvent à une décision que l'on nommera l+accord 
et dont nous reparlerons plus loin.

c 
(a) Diffusion générale	(b) Échange totale 

FIG. 2.1 - La diffusion générale et l'échange total 

Les deux mesures importantes utilisées pour l'analyse de la performance des algo-
rithmes de diffusion générale et d'échange totale sont le nombre de transmissions élémen-
taires (appels) et le nombre de phases nécessaires à l'algorithme (temps). Les concepteurs 
d'algorithmes doivent souvent faire le choix, pour leurs algorithmes, entre l'efficacité et 
le degré de tolérance aux pannes. Il est aussi important de prendre en considération la 
topologie nécessaire à l'accomplissement de ces algorithmes. Puisque les réseaux denses 
sont très coûteux et difficiles à mettre en opération, il est important de considérer les 
algorithmes qui fonctionnent sur des réseaux les plus épars possibles, c'est-à-dire dont le 
degré moyen des noeuds du réseau est le plus faible possible. 

Une mesure autre que la performance d'un algorithme de communication est sa ro-
bustesse, c'est-à-dire sa capacité de bien fonctionner en présence de pannes d'un certain 
type avec une certaine distribution. La performance d'un algorithme de communication 
est souvent en contradiction avec sa robustesse, puisque plus un algorithme de commu-
nication est robuste, plus il est lent. La raison de ceci est que la robustesse est acquise 
grâce à la redondance, qui consiste à envoyer plusieurs fois le même message ou bien à 
l'envoyer sur différents chemins à la fois. Le principal défi est alors d'avoir la meilleure 
performance possible qui garantit un certain niveau de robustesse. 

Un des problèmes principaux étudiés dans le domaine de communication tolérante aux 
pannes est celui de l'accord distribué. Nous allons maintenant présenter trois variantes
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de ce problème [22] avec les conditions qu'un algorithme doit remplir pour les résoudre. 
Chacun de ces problèmes suppose que le réseau comporte n processeurs et que chaque 

processeur reçoit une entrée V E V. À la fin de l'algorithme, chaque processeur doit 
prendre une décision y E V satisfaisant trois conditions : l'accord, la validité et la 
terminaison. Ces trois conditions seront définies de manière différente selon le modèle 
choisi. 

Le premier problème est l'accord probabiliste, en supposant des pannes transitoires 
probabilistes de type arrêt sur les liens. L'ensemble V ne contient que les valeurs O et 1 

(V = 0, 1). Soit O < e < 1 un paramètre, appelé erreur. L'accord exige que pour chaque 
choix d'entrées binaires et pour chaque schéma de livraison de message, la probabilité 
qu'un processeur décide O et qu'un autre décide 1 soit au plus e. La validité demande 
que si toutes les entrées sont 0, alors O est la seule décision possible et si toutes les 
entrées sont 1 et tous les messages sont livrés, alors 1 est la seule décision possible. La 
terminaison suppose que tous les processeurs prennent la décision. On a montré que 
l'accord probabiliste est possible pour n'importe quel paramètre E. 

Le deuxième et le troisième problèmes, l'accord distribué avec pannes arrêts et l'accord 
byzantin, supposent un nombre borné de pannes permanentes de noeuds de type arrêt et 
byzantin, respectivement. Pour les pannes arrêt, l'accord exige que les valeurs décidées 
par tous les processeurs soient identiques. La validité demande que si toutes les entrées 
sont égales à y , alors y est la seule décision possible. La terminaison suppose que tous les 
bons processeurs prennent la décision. Pour l'accord byzantin, la seule chose qui change 
est que l'exigence concernant les processeurs qui effectuent l'accord est limité aux bons 
processeurs, puisque nous ne pouvons pas imposer de restriction sur le comportement 
des processeurs byzantins. Il est prouvé que l'accord avec pannes arrêt est faisable pour 
n'importe quelle borne f sur le nombre de pannes et l'accord byzantin est faisable si 

f < n , où n est le nombre de processeurs. 

2.1.3 Diagnostic des pannes 

L'objectif du diagnostic des pannes est de déterminer quels sont les processeurs en 
panne. Par la suite, on peut entreprendre des actions de réparation ou d'échange de 
processeurs défectueux ou bien tout simplement éviter les composantes en pannes. Nous 
allons présenter un modèle très connu pour le diagnostic des pannes dans les systèmes
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multiprocesseurs le modèle PMC [18]. Ce modèle utilise la représentation du système 
de tests par un graphe dirigé où les noeuds sont des processeurs et un arc (u, y ) signifie 

que u peut effectuer un test sur le processeur y. 

Dans le modèle PMC, on suppose que les pannes sont permanentes et que leur nombre 
est borné par un entier f. Chaque test est effectué par un seul processeur et chaque pro-
cesseur a la capacité de tester tous les autres processeurs, s'ils sont reliés par un arc. 
Un test fait par un bon processeur peut déterminer avec précision si l'autre processeur 
est fautif ou non. Les tests faits par un mauvais processeur donnent des résultats quel-
conques, indépendamment du statut du processeur testé. On considère donc un compor-
tement byzantin des mauvais testeurs. Tous les tests sont récupérés par un observateur 
central et le diagnostic est ensuite redistribué à tout les processeurs. 

Il a été montré que si le système contient f processeurs fautifs alors le système doit 

contenir n processeurs, où n > 2f + 1, pour que le diagnostic soit toujours possible. Il 
faut aussi que chaque processeur soit testé par au moins f autres processeurs. 

Il existe aussi d'autres modèles du diagnostic des pannes, comme par exemple le modèle 
BGM [3] ou bien un modèle basé sur les comparaisons [24], mais ils ne seront pas présentés 
ici puisque notre objectif est seulement de montrer qu'il existe une manière de détecter 
les pannes dans le système. C'est une technique qui se rapproche de la détection de trous 
noirs dans les réseaux, car les trous noirs sont en fait un type de panne. 

2.2 L0exploration des graphes par les agents mobiles 

Explorer et faire une carte d'un environnement inconnu est un problème qui touche 
divers domaines, allant de la navigation des robots à la recherche sur le Web. La modé-
lisation du problème varie selon le domaine choisi. Nous allons faire un bref survol de 
différents problèmes rencontrés lorsque la modélisation est faite à l'aide d'un graphe. Il 
existe aussi une branche d'exploration par les agents mobiles qui touche aux surfaces 
géométriques [29, 2], où les agents se déplacent dans une pièce dans laquelle il y a des 
obstacles et ces agents utilisent soit la vision, soit le toucher pour s'orienter dans un tel 
environnement. Cependant, ces modèles s'éloignent trop du sujet de ce mémoire et ne 
seront pas abordés.
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Différentes contraintes sur les graphes et les agents sont envisagées. Par exemple les 
graphes peuvent être dirigés ou non, leurs noeuds peuvent avoir des étiquettes ou ne pas 
en avoir, les agents peuvent, ou non, avoir une contrainte sur la distance maximale à 
parcourir avant de revenir au point de départ, etc. Les différents modèles utilisés pour 
l'exploration à l'aide d'agents ont la caractéristique suivante en commun : les agents 
commencent sur un noeud particulier qui est le point de départ s et doivent parcourir 
toutes les arêtes du graphe et, possiblement, faire une carte de ce graphe. Ce graphe doit 
être connexe pour que les agents puissent parcourir toutes les arêtes. Dans la majorité 
des cas, un seul agent est nécessaire, c'est seulement lorsque plus d'un est nécessaire que 
l'on en fera mention. 

Le coût calculé pour analyser l'efficacité des algorithmes est le nombre total d'arêtes 
traversées. Pour ce faire, on considère tous les noeuds du graphe comme points de départ 
et on prend la plus longue des exécutions en pire cas. Lorsqu'un agent se retouve dans 
un noeud, il peut choisir d'emprunter soit une arête qu'il a déjà parcourue, soit une arête 
inconnue. Dans le deuxième cas, c'est un adversaire qui détermine celle qu'il emprunte, 
car du point de vue de l'agent toutes les arêtes inconnues ont l'air pareilles. Le coût d'un 
algorithme est donc le pire cas par rapport au nombre d'arêtes parcourues, pris sur tous 
les points de départ et sur toutes les décisions de l'adversaire. 

On peut ensuite comparer l'efficacité de l'algorithme par rapport à l'algorithme de 
parcours optimal qui connaît la topologie du graphe. Pour faire cette comparaison, on 
prend le temps d'exécution de l'algorithme trouvé, divisé par le temps d'exécution de 
l'algorithme de parcours optimal pour ce graphe (algorithme qui traverse toutes les arêtes 
du graphe au moins une fois). Ensuite on trouve le surplus de l'algorithme donné qui 
est le maximum de ces rapports pour une famille donnée de graphe. Le surplus mesure 
la pénalité relative encourue par l'algorithme à cause de l'ignorance de la topologie du 
graphe. Cette valeur peut être trouvée dans le cas des graphes en général ou bien pour 
une famille de graphes particulière. Il est intéressant de constater que l'algorithme de 
parcours optimal dans le cas des graphes eulériens est de passer une seule fois par toutes 
les arêtes. 

2.2.1 Graphes non dirigés avec étiquettes 

Le modèle le plus simple est lorsque le graphe n'est pas dirigé et que les noeuds 
possèdent une étiquette permettant à un agent de les distinguer. L'agent peut commencer
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la recherche avec plus ou moins d'information sur la topologie du réseau différents cas 
ont été analysés dans [26, 27, 10]. Lorsque l'agent n'a aucune information sur le réseau 
qu'il va explorer, il a été prouvé [10] que la recherche en profondeur (DFS) est la solution 
optimale et qu'elle donne un surplus de deux. Aussi, lorsque l'agent connaît la carte du 
réseau à explorer, mais qu'il ne connaît pas l'emplacement de départ, un algorithme a 
été trouvé [10] pour la ligne donnant un surplus de \/. Il a été prouvé que ce surplus est 
le plus petit possible. Pour les arbres nous savons que le surplus optimal est strictement 
inférieur à 2 et qu'il est au moins Pour ce qui est des graphes généraux, l'algorithme 
optimal reste la recherche en profondeur. Si les agents connaissent aussi leur position 
de départ dans le graphe, le surplus optimal pour la ligne et l'arbre deviennent 1 et 5	21 

respectivement. 

Deux indices sont utilisés [27] pour mesurer l'impact du niveau d'information topo-
logique que l'agent possède au départ. L'indice de sensitivite' à l'ignorance de la carte 
[sic(A, C)] est la proportion entre le coût d'un algorithme A pour un graphe G ne pos-
sédant pas de carte du graphe à explorer et le coût minimal pour G d'un algorithme 
possédant une carte, mais pas le sens de la direction. De manière similaire, l'indice de 
scnsitivité à l'ignorance de la direction /sid(A, G)] est la proportion entre le coût d'un 
algorithme A pour un graphe G possédant une carte du graphe à explorer, mais pas le 
sens de la directon et le coût minimal pour G d'un algorithme possédant une carte et 
le sens de la direction. Pour l'algorithme DFS, la valeur de ces deux indices est de deux 
pour les graphes généraux. Il a été prouvé que cette valeur est une borne inférieure pour 
les graphes généraux [27]. Par contre elle peut être inférieure dans le cas de topologies 
spécifiques. 

2.2.2 Graphes dirigés avec étiquettes 

Le graphe peut aussi être dirigé, c'est-à-dire que les arêtes possèdent une direction 
et que les agents ne peuvent parcourir celles-ci que de la queue vers la tête. Il a été 
noté [1] que le parcours d'un cycle eulérien, si celui-ci existe, est le parcours optimal 
d'un graphe. La propriété eulérienne d'un graphe, ou bien le degré de rapprochement 
de celle-ci, est très importante dans ce problème. Débutons par certaines notations 
un noeud est appelé un puit si son degré d'arc entrant est supérieur à son degré d'arc 
sortant. Cette différence est appelée la force d'un puit. La somme de toutes les forces 
des puits du graphe est appelée la carence d'un graphe. Les graphes eulériens ont une
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carence de zéro, puisque la carence est le nombre d'arcs devant être rajoutés au graphe 
pour le rendre eulérien. 

Certaines recherches sur l'efficacité d'exploration sont faites en fonction du coefficient 
de carence c du graphe. Il a été montré [1] que la borne inférieure de la proportion du 
coût en pire cas pour un graphe de carence c sur le parcours optimal est de (c). Sur les 
graphes de carence 1, un algorithme est proposé pour lequel l'agent ne traverse jamais 
plus de quatre fois un même arc. Par contre cet algorithme ne peut pas être généralisé 
pour une carence arbitraire. Un autre algorithme est présenté où l'agent ne traverse 
jamais plus de huit fois un même arc pour un graphe de carence 1 et qui est généralisé 

20 ° pour un graphe de carence c. Cet algorithme n'a pas besoin de connaître c à 

l'avance. 

2.2.3 Graphes sans étiquettes 

Lorsque les noeuds ne possèdent pas d'étiquettes uniques servant à les distinguer entre 
eux, les agents ne peuvent pas savoir s'ils ont déjà rencontré ce noeud par le passé et, sans 
l'aide de techniques particulières, ne peuvent pas toujours obtenir de carte correcte du 
graphe. Nous allons voir deux techniques pouvant être utilisées pour produire une carte 
du graphe : l'utilisation de cailloux [4, 16] pour faire une marque sur un noeud et ainsi 
l'identifier et une technique simulant les actions d'un automate à états fini déterministe 
à l'aide de deux agents [5]. Les arêtes d'un noeud sont identifiées de 1 à d et chaque 

noeud possède d arêtes. Les arêtes d'un noeud doivent être étiquetées pour permettre à 
un agent de reprendre un chemin déjà parcouru, identifié pendant le fonctionnement de 
l'algorithme ou bien à l'aide d'une carte du graphe. 

Une manière de faire l'exploration d'un tel graphe est l'utilisation de cailloux [4, 16]. 
Un agent peut laisser un caillou sur un noeud pour pouvoir l'identifier plus tard et ensuite 
reprendre son caillou. De cette manière l'agent peut utiliser une méthode de retour en 
arrière dans le cas des graphes qui ne sont pas dirigés et ainsi produire une carte du 
graphe. C'est la méthode proposée dans [16], qui n'utilise qu'un seul caillou et explore 
le graphe avec un coût de O(VI E). Par contre, dans un graphe dirigé, l'utilisation du 
retour en arrière n'est plus possible. L'agent qui laisse son caillou fait face à l'éventualité 
de perdre ce dernier et de ne plus pouvoir le retrouver (ou du moins pas avant très 
longtemps). L'agent qui perd son caillou peut prendre un temps exponentiel en n avant
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de le retrouver. Certaines stratégies sont développées pour découvrir un chemin fermé 
contenant le noeud où le caillou sera déposé, ce qui n'est possible que lorsque l'agent 
connaît n. Il a été prouvé [4] qu'un agent qui connaît n peut explorer le graphe à l'aide 
d'un seul caillou, par contre s'il ne connaît pas n, un nombre de e(loglogn) cailloux est 

nécessaire et suffisant. 

Il est possible qu'un agent ne puisse pas laisser de caillou sur un noeud, dans certaines 
applications. Malgré cette contrainte supplémentaire, une stratégie est d'utiliser deux 
agents et de simuler les actions d'un automate à états fini déterministe [5]. Cette straté-
gie est utilisée dans le cas des graphes dirigés. Pour ce faire, deux agents sont nécessaires 
et doivent, ou bien pouvoir communiquer entre eux par signal radio, ou bien être syn-
chronisés. Ils doivent utiliser une séquence d'attente et de poursuite. Les deux agents 
parcourent le même chemin en direction d'un noeud y , mais insèrent des périodes de re-
pos dans ce parcours, faisant en sorte qu'ils ne vont pas à la même vitesse. L'idée est que 
l'un des agent est à la poursuite de l'autre. À chaque pas, ils notent s'ils sont ensemble 
ou non et la chaîne ainsi obtenue permet d'identifier le noeud destination selon le noeud 
de départ. Grâce à cette technique, un algorithme est présenté dans [5] qui permet de 
construire la carte du graphe avec une très haute probabilité au coût de 0(d2n5). 

2.2.4 Restrictions sur l0agent 

Certains modèles [9, 17, 61 imposent des restrictions supplémentaires sur les agents 
qui explorent le graphe. Une de ces restrictions est l'utilisation d'une laisse qui impose 
à l'agent une limite sur la distance dont il peut s'éloigner du point de départ et qui le 
force à revenir par le même chemin au point de départ. Cette laisse doit être au moins 
de longueur égale à la distance maximale qui sépare le point de départ de tous les autres 
noeuds du graphe. Autrement, l'agent ne pourrait pas visiter tous les noeuds du graphe. 
Une autre restriction qui est aussi utilisée est un réservoir d'essence qui impose une 
limite sur le trajet que l'agent peut parcourir avant de revenir au point de départ pour 
se réapprovisionner. Pour ce qui est du réservoir d'essence, il doit permettre à l'agent de 
se rendre au noeud le plus éloigné du point de départ et de revenir. 

Ces deux modèles introduisent une contrainte [6] à l'exploration des graphes à l'aide 
d'agents, l'interruptibilité. Cette contrainte est qu'un agent doit retourner au point de 
départ s après avoir traversé p arêtes. Ce nombre de pas est normalement 2(1 + c)r, où r
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est la distance du noeud le plus éloigné du point de s et ce est une constante non-négative. 
Il a été prouvé [9] qu'un algorithme que l'on interrompt pour permettre à l'agent d'aller 
reprendre de l'essence ne rajoute qu'un facteur constant au nombre de traversés d'arêtes. 

Même si dans le cas de l'utilisation d'une laisse, l'agent n'a pas à revenir périodique-
ment à s, il se peut qu'il doive faire un grand retour en arrière pour visiter un noeud 
adjacent. Il a été prouvé [17] que le problème d'un agent avec un réservoir d'essence de 
taille 2(1 + 3)r peut être réduit au problème d'un agent avec une laisse de (1 + )r, où 

> c. Cette réduction entraine seulement une augmentation d'un facteur constant au 
coût de l'algorithme. 

Il est intéressant de prendre note que pour ces deux modèles les algorithmes de re-
cherche conventionnels ne peuvent pas être utilisés. L'algorithme de recherche en largeur 
(BFS) n'est pas permis puisqu'il suppose que les agents se transportent d'un noeud à 
l'autre sans passer par des arêtes. Une version modifiée de BFS et utilisable pour ces 
modèles est présentée dans [9]. L'algorithme de recherche en profondeur (DFS) va à l'en-
contre de l'interruptibilité ou bien de la longueur maximale de la laisse. Des algorithmes 
alternatifs sont étudiés [9, 6] et un algorithme au coût linéaire dans le nombre d'arêtes 
((jEI)) est présenté dans [17]. 

Ces deux modèles se prêtent bien à un problème qui diffère de l'exploration des 
graphes la chasse au trésor [9, 17]. Un trésor est caché dans le graphe à une dis-
tance 8 du point de départ et l'agent doit le retrouver. Nous n'avons donc qu'à diminuer 
la longueur de la laisse ou du réservoir d'essence pour n'explorer que les noeuds à cette 
distance du point de départ. Cette chasse au trésor se rapproche quelque peu de la re-
cherche de trou noir, sauf qu'un trou noir élimine un agent, ce qui fait en sorte que 
l'utilisation d'au moins deux agents est nécessaire dans le cas des trous noirs (voir la 
section 2.3). 

2.2.5 Graphes avec panne sur les liens 

Il s'agit ici d'un problème qui est au croisement de la tolérance aux pannes et de 
l'exploration des graphes à l'aide d'agents. Dans ce modèle [25] un ensemble d'arêtes 
F C E sont en panne et ne peuvent donc pas être traversées par l'agent. Lorsque 
l'agent se rend au noeud adjacent à l'une de ces arêtes, il découvre cette panne. Au 
départ de l'algorithme, l'agent ne connaît pas le nombre d'arêtes défectueuses ni leur
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placement, mais il possède une carte complète du graphe à explorer. La composante C, 
qui contient le noeud de départ s, c'est toute la région accessible à l'agent à partir de s et 
en tenant compte de l'ensemble F. L'objectif de l'agent est de parcourir tous les noeuds 
de l'ensemble C; l'agent s'arrête lorsque le dernier noeud de C est visité. Le coût d'un 
tel algorithme A a été comparé avec le coût d'un algorithme d'exploration optimal A' 
qui connaît la composante C avant de commencer. La proportion entre ces deux coûts, 
maximisée selon toutes les configurations F, est appelée le surplus de l'algorithme. 

Un algorithme est parfaitement compétitif s'il a le plus petit surplus parmi tous les 
algorithmes d'exploration qui fonctionnent avec ce scénario. L'objectif est d'obtenir un 
petit surplus : ou bien un algorithme parfaitement compétitif, ou bien un algorithme 
qui fait une approximation très serrée du plus petit surplus. Des résultats [25] ont été 
obtenus pour la famille des arbres. Pour la ligne, qui est un type spécifique d'arbre, et 
pour tous les points de départ, un algorithme parfaitement compétitif est trouvé. Son 
comportement et son surplus dépendent seulement de la distance entre le point de départ 
et le bout de la ligne le plus proche. Pour la famille des arbres généraux et un point de 
départ arbitraire, les auteurs présentent un algorithme avec un surplus d'au plus plus 
grand que le surplus d'un algorithme parfaitement compétitif. 

2.3 Problème des trous noirs 

Dans les sections précédentes, nous avons fait un bref survol de la tolérance aux pannes 
dans les réseaux ainsi que de l'exploration à l'aide d'agents mobiles. Cette section traite 
d'un problème à l'intersection de ces deux disciplines : les agents doivent être protégés des 
menaces provenant de leur environnement. L'une de ces menaces est un hôte dangereux, 
c'est-à-dire un processus stationnaire qui réside dans l'un des noeuds du réseau et qui 
peut endommager les agents qui le visitent. Essentiellement, la première étape est, si 
possible, d'identifier cet hôte, donc de déterminer et rapporter sa localisation. Ensuite, 
deux possibilités s'offrent : ou bien les agents évitent ce site fautif ou bien une activité 
de réparation est entreprise. 

Un hôte particulièrement dangereux pour les agents est un trou noir qui détruit tous 
les agents qui le visitent, sans laisser de traces. Ce type de danger n'est pas rare dans 
les réseaux, une panne non détectée d'un site peut le transformer en trou noir. La tâche 
des agents est donc de trouver sans ambiguïté la localisation de ce trou noir; cette tâche
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sera appelée recherche de trou noir (RTN). Les agents obéissent tous aux mêmes règles 
(un algorithme) et la tâche est complétée si au moins un des agents survit et connaît 
l'emplacement du trou noir. La recherche concernant ce problème se concentre sur la 
localisation d'un seul trou noir dans les réseaux, donc on suppose qu'il y a toujours 
au maximum un trou noir dans le réseau, sauf lorsque cela est explicitement spécifié. 
L'efficacité des algorithmes de recherche sera évaluée sur trois aspects différents : le 
nombre d'agents nécessaires pour découvrir les trous noirs, le temps utilisé en pire cas, 
ainsi que le coût, c'est-à-dire le nombre de déplacements utilisés. 

Au commencement d'un algorithme de recherche de trou noir, les agents peuvent soit 
se retrouver tous au même endroit, c'est-à-dire qu'ils sont colocalisés, soit être à des 
endroits différents dans le réseau, ils sont, dans ce cas, dits dispersés. De plus, dans 
certains modèles, les agents ont des étiquettes distinctes leur permettant de s'identifier. 
Lorsqu'ils n'ont pas d'étiquettes, ils sont appelés des agents anonymes. 

Il a été noté dans [12] que deux agents au minimum sont nécessaires pour la localisa-
tion d'un trou noir. En effet, dans le cas où un seul agent est utilisé, s'il rencontre le trou 
noir pendant sa recherche, il sera éliminé avant de pouvoir transmettre l'information 
sur la localisation de ce dernier. De plus, des agents colocalisés et anonymes agissent 
collectivement comme un seul agent. On peut en déduire qu'il est impossible de trouver 
un trou noir dans le réseau lorsque les agents commencent l'algorithme au même endroit 
et qu'ils n'ont pas d'étiquettes distinctes, puisque ce modèle est équivalent à avoir un 
seul agent. 

La recherche de trou noir à l'aide d'agents mobiles est étudiée présentement selon deux 
modèles différents. Le premier modèle considère que les agents sont asynchrones, c'est-
à-dire que nous savons que leurs actions prennent un temps fini, mais dont la durée n'est 
pas bornée. L'autre modèle est le cas où les agents sont partiellement synchrones : nous 
ne savons pas exactement la durée de leurs actions, mais une borne supérieure sur cette 
durée est connue. Ces deux modèles diffèrent sur plusieurs points : la communication 
entre agents, l'information nécessaire, ainsi que pour la classe des réseaux pour lesquels 
la recherche est faisable. Nous allons décrire chacun de ces deux modèles ainsi que les 
différents résultats obtenus jusqu'à présent.
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2.3.1 Modèle asynchrone 

La nature du modèle asynchrone impose certaines limites sur les paramètres du pro-
blème de recherche de trou noir. En effet, puisque les actions des agents ont un temps 
fini, mais dont la durée nous est inconnue, certaines constatations peuvent être tirées à 
prime abord, ces constatations ont été faites la première fois dans [12]. 

Il nous est impossible de faire la distinction entre un lien lent et un trou noir. L'algo-
rithme utilisé par les agents ne peut donc pas se terminer de manière explicite lorsque 
nous n'avons pas la certitude du nombre de trous noirs dans le réseau. Il est donc im-
possible, par exemple, de vérifier s'il y a un trou noir ou pas dans le réseau. C'est pour 
cela que dans le modèle asynchrone, on fixe le nombre de trous noirs à un seul et on 
assume que ce nombre est connu des agents. Soit n le nombre de noeuds dans le réseau. 
Les algorithmes RTN pour le modèle asynchrone doivent donc toujours explorer n - 1 

noeuds du réseau avant de savoir où se trouve le trou noir. Les agents ne peuvent donc 
pas savoir avec certitude où est le trou noir s'ils n'ont pas la connaissance de n dans les 
réseaux généraux. 

Cette constatation impose une méthode de communication entre les agents. En effet, 
si nous n'avons que deux agents et que le premier tombe immédiatement dans un trou 
noir dès sa première exploration, l'autre ne peut pas savoir avec certitude si le premier 
est seulement lent ou bien s'il est dans un trou noir. On utilise donc des tableaux blancs 
qui se retrouvent dans chaque noeud du réseau pour la communication entre les agents. 
L'accès à ces tableaux se fait de manière juste en exclusion mutuelle. 

De part la nature asynchrone des agents, une borne sur le temps réel de l'exécution de 
l'algorithme n'est pas connue. Deux manières de calculer le temps sont alors employées 
le temps idéal, où chaque déplacement des agents est supposé comme étant synchrone 
et prenant une unité de temps et le délai borné, pour lequel un déplacement nécessite 
au plus une unité de temps. Lorsque cela n'est pas spécifié, le temps idéal est utilisé. 

Une autre observation, qui a été faite dans [13], est que si le réseau n'est pas biconnexe, 
le problème RTN est impossible à résoudre pour le modèle asynchrone. En effet, si un 
agent passe par le lien qui mène à un point d'articulation du graphe et si ce lien est 
très lent, l'autre agent ne pourra pas savoir avec certitude si ce point d'articulation est 
un trou noir ou bien simplement le lien est lent. Il en résulte que nous ne pouvons pas 
résoudre le problème RTN pour les réseaux de type ligne ou arbre par exemple.
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Une technique qui est fréquemment utilisée pour la recherche de trou noir dans les 
réseaux asynchrones est la marche prudente [13, 11, 15]. Cette technique permet aux 
agents d'explorer une partie du réseau tout en laissant savoir aux autres agents qu'un 
port n'est pas dangereux, dès que cette information est disponible. Au départ, tous 
les ports du réseau sont considérés comme inexplorés. Lorsqu'un agent traverse l'un de 
ces ports, il indique dans le noeud de départ que ce port est dangereux. Si le noeud 
destination n'est pas un trou noir, l'agent revient vers le noeud de départ et indique 
que ce port est sécuritaire. Les agents n'empruntent jamais un port dangereux, donc 
deux agents ne peuvent pas être détruits par le rnêriie noeud. Cette technique permet 
de diminuer le nombre d'agent nécessaires pour le problème RTN et n'utilise qu'un 
temps supplémentaire de 0(n). La marche prudente a été présentée pour la première 
fois dans [12] et les auteurs affirment que tous les algorithmes asynchrones n'utilisant 
que deux agents se doivent d'utiliser la marche prudente. 

Selon le modèle utilisé, les agents peuvent avoir plus ou moins de connaissances topo-
logiques sur le réseau qu'ils explorent. Le niveau de connaissance le plus bas est lorsque 
les agents n'ont aucune connaissance topologique sur le réseau, c'est-à-dire qu'aucun 
des noeuds n'a d'étiquette, les agents ne savent pas quel est le point d'arrivée des liens 
incidents à un noeud et ils n'ont pas la carte du réseau où ils se trouvent. Il a été prouvé 
dans [13] que le nombre d'agents nécessaires pour le problème RTN avec ce niveau de 
connaissance est de A + 1, où A est le degré maximal dii graphe représentant le réseau. 
Le coût pour trouver le trou noir dans les réseaux généraux est de 0(n2 ) lorsque les 
agents sont colocalisés et distincts. [13] 

Les agents peuvent avoir une information supplémentaire sur le réseau qu'ils explorent 
un sens des directions. Les noeuds sont étiquetés et les agents peuvent savoir vers quel 
noeud un port se dirige. Cette information supplémentaire permet de diminuer le nombre 
d'agents nécessaires pour localiser un trou noir dans lin réseau arbitraire à deux lorsque 
les agents sont colocalisés et distincts, par contre le coût minimal reste de 0(n2 ) [13]. 

Lorsque l'on donne encore plus d'information aux agents, soit des connaissances sur 
la topologie du réseau à explorer, ont peut diminuer le coût minimal de la recherche de 
trou noir. Certaines topologies ont été explorés plus en détails [12, 11, 14] tandis que 
d'autres chercheurs ont tenté de découvrir un algorithme général lorsque les agents ont 
une carte de la topologie du réseau [13, 15].
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Dans ce dernier modèle et lorsque les agents sont colocalisés, le nombre d'agents 
nécessaires reste de deux, le coût est de 0(n + dlogd) [15], où d est le diamètre du 
réseau, ce qui ne contredit pas le coût minimal de (nlogn) en pire cas [13], mais qui 
permet d'atteindre un coût de e(n) pour beaucoup de réseaux fréquemment utilisés 
(ceux qui ont un diamètre de 0(n/logn)). 

Lorsqu'on se retrouve dans une topologie spécifique, le coût minimal peut être encore 
plus bas que pour un réseau général. Par exemple l'anneau a été étudié en détail dans 
[12]. Lorsque les agents sont colocalisés, le nombre d'agents nécessaire est de deux et ils 
peuvent trouver le trou noir en utilisant 2nlogn + 0(n) déplacements, avec un temps de 
2nlogn+0(n), donc le coût et le temps sont de l'ordre de O(nlogn). Il est intéressant de 
noter que, puisque les agents sont colocalisés, ils peuvent s'entendre sur l'orientation de 
l'anneau (c'est-à-dire, le sens gauche-droite ou droite-gauche des ports dans un noeud de 
l'anneau). Le temps peut être diminué, si on utilise plus de deux agents, jusqu'à un temps 
minimal de 2n - 4 pour n - 1 agents. Lorsque les agents sont dispersés et que l'anneau 
n'est pas orienté, nous avons besoin d'au moins trois agents et le coût minimal est de 

(nlogn) en pire cas lorsque le nombre d'agents est inconnu et de Q(nlog(n - k)) lorsque 
l'on sait que k agents sont utilisés. Pour des agents dispersés et un anneau orienté, le trou 
noir peut être trouvé à l'aide de k > 2 agents pour un coût et un temps de 0(nlogn). 
Par contre un algorithme présenté dans [14] diminue le temps à 0(n) pour des agents 
dispersés dans un anneau orienté, mais les auteurs ne spécifient pas le coût d'un tel 
algorithme. 

Il a été démontré que dans les topologies de tore et grille de diamètre 0(n/logn), 
d'hypercube, CCC, Butterfly et de réseau en étoile, le coût de la recherche de trou 
noir est de 0(n) [15]. Ce résultat est obtenu lorsque les agents sont colocalisés et le 
nombre d'agents est de seulement deux. De plus, dans ces réseaux, la connaissance de 
l'emplacement de départ ainsi que de la taille du réseau peuvent être obtenues à l'aide 
d'une technique d'exploration qui prends un temps de 0(n) pour ces topologies [15]. 

2.3.2 Modèle synchrone 

Dans les recherches plus récentes, les réseaux partiellement synchrones sont étudiés 
pour le problème RTN [7, 81. Les réseaux totalement asynchrones sont rares en pratique 
et normalement une borne supérieure sur le temps requis à un agent pour effectuer une
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action peut être connue. Il devient alors intéressant d'aborder le problème RTN pour ces 
réseaux partiellement synchrones. Cette borne supérieure sur le temps peut être alors 
normalisée à une unité de temps, ce qui permet de calculer le temps des algorithmes en 
assumant que la traversé d'une arrête prend une unité de temps et que le trou noir soit 
à la pire localisation (ou bien qu'il soit absent, si c'est pire). 

Ce modèle permet d'utiliser un mécanisme de délai d'attente pour localiser un trou 
noir sur n'importe quel graphe à l'aide de seulement deux agents [8]. La technique utilisée 
est que l'un des agents attend à un noeud y que les agents savent sécuritaire, tandis que 
l'autre agent explore un noeud adjacent à y . Si après deux unités de temps l'agent qui 
explore n'est pas de retour, l'autre sait que le trou noir se situe dans le noeud visité, sinon 
les deux agents savent que ce noeud est sécuritaire et peuvent s'y rendre. Pour un graphe 
quelconque il suffit de trouver un arbre couvrant tous les noeuds et de faire une recherche 
en profondeur utilisant cette technique. Il est intéressant de noter que cette technique est 
une adaptation de la marche prudente. Le défi dans les réseaux partiellement synchrones 
n'est donc pas de prouver qu'un algorithirie existe pour résoudre le problème RTN, mais 
de trouver des algorithmes améliorant le temps. Nous devons faire la distinction entre 
le temps que prend l'exécution de l'algorithme RTN, c'est-à-dire le nombre maximal de 
déplacements effectués par les agents, et le temps de prétraitement : le temps nécessaire 
pour trouver quel sera le schéma d'exploration utilisé par les agents. 

L'utilisation de tableaux blancs pour l'échange d'informations entre les agents n'est 
plus nécessaire dans le modèle partiellement synchrone. Les agents peuvent maintenant 
se rencontrer et même si la rencontre n'a pas lieu après un temps fixé, une information 
peut en être déduite sur la localisation du trou noir. Dans les articles utilisant le modèle 
partiellement synchrone [7, 8], les agents sont colocalisés, ils connaissent la topologie du 
réseau à explorer et un seul trou noir est présent dans le réseau. 

Certaines topologies spécifiques ont été analysées. Un algorithme optimal a été trouvé 
polir la ligne et est présenté dans [7]. Cet algorithme travaille en temps linéaire et 
prend un temps de 4m - 2 en pire cas. Dans le même article, la recherche du trou 
noir dans les arbres est analysée et un algorithme optimal est présenté pour une famille 
très spécifique d'arbres. Les auteurs présentent aussi un algorithme approximatif pour 
la famille générale des arbres. 

Considérons la famille T des arbres enracinés ayant la propriété suivante : chaque 
noeud interne d'un arbre dans r (incluant la racine) a au moins deux enfants. Le nombre
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d'arêtes de l'arbre menant à une feuille est dénoté par -y et le nombre d'autres arêtes 
est dénoté par p. Pour cette famille d'arbres, un algorithme optimal est présenté et 
fonctionne en un temps 3p + -y lorsque le nombre d'arrêtes est pair et 3p + y + 1 lorsque 
ce nombre est impair. Pour les arbres en général, un algorithme qui atteint un rapport 
d'approximation de 5/3 a été trouvé. Pour ces deux topologies de réseaux, la ligne et 
l'arbre, le problème RTN ne pouvait pas être résolu dans le cas du modèle asynchrone, 
d'où l'intérêt de ces résultats. 

Dans le cas des réseaux généraux, un temps de pré-traitement doit être effectué par 
les agents avant de commencer l'exploration. Puisque la topologie du réseau n'est pas 
connue à l'avance, le schéma d'exploration doit être décidé lorsque l'on reçoit la carte 
du réseau. Il a été prouvé dans [8] que cette recherche d'un schéma optimal est un 
problème NP-complet car le problème RTN se réduit au problème de recherche de cycle 
hamiltonien dans les graphes. Un algorithme avec un rapport d'approximation de 9.3 est 
tout de même présenté dans cet article. 

Plusieurs questions restent ouvertes pour le problème RTN : d'autres topologies fré-
quemment utilisées, l'augmentation du nombre de trous noirs, analyse du cas d'agents 
dispersés, diminution du ratio approximatif de 9.3 pour les réseaux généraux, etc.



Chapitre 3 

Principes méthodologiques et 
propriétés de base 

Ce chapitre a pour objectif de présenter les propriétés de base rencontrées dans ce mé-
moire, ainsi que la méthodologie utilisée. Nous présentons les principes méthodologiques 
du mémoire, le modèle utilisé, ainsi que certains résultats pour les graphes en général. 

3.1 Méthodologie 

La topologie du tore a été choisie à cause de sa simplicité et de sa popularité dans les 
applications. Nous avons débuté notre analyse par les anneaux qui sont une catégorie 
très simple de tore mais très populaire en pratique. Ensuite, nous avons abordé le tore 
de grandeur 2 par k puisqu'il est une catégorie spéciale de tore. Finalement nous avons 
trouvé la borne inférieure sur les tores en général, pour s'apercevoir qu'une subdivision 
du tore en sous-tores était une stratégie très efficace. C'est pour cette raison que nous 
avons aussi un algorithme pour le tore 3 par k. 

Sur toutes ces différentes catégories de tore, nous avons fait l'analyse du temps minimal 
théorique de recherche de trou noir pour les différentes topologies étudiées. Ce temps 
minimal théorique est appelé borne inférieure. Nous avons commencé par trouver des 
résultats pour les graphes généraux. Ensuite, nous avons utilisé plusieurs techniques, 
dont l'induction, pour trouver la borne inférieure.
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Ensuite, nous avons conçu des algorithmes, c'est-à-dire des procédures déterministes, 
qui nous ont permis de résoudre le problème de recherche de trou noir dans les réseaux 
informatiques ayant une topologie de tore. Nous avons calculé la complexité de ces 
algorithmes afin de les comparer avec la borne inférieure. 

Nous avons déterminé que certains de ces algorithmes ont un temps de fonctionnement 
égal à la borne inférieure. Lorsque nous n'avons pas pu trouver un tel algorithme, nous 
avons trouvé un algorithme d'approximation avec taux 1.3 qui est asymptotiquement 
optimal dans certains cas. Un algorithme est asymptotiquement optimal lorsque le rap-
port du temps de fonctionnement à la borne inférieure converge vers 1 lorsque le nombre 
de noeuds du réseau augmente. Un algorithme d'approximation à taux ce a le temps de 
fonctionnement au plus c fois plus grand que la borne inférieure. 

Finalement, nous avons produit un logiciel qui fait l'analyse de l'exploration des petits 
anneaux. Ce programme se trouve à l'annexe A. 

3.2 Modèle et terminologie 

On considère un réseau R = {V, E, s}, où V est l'ensemble des noeuds, E est l'ensemble 

des arêtes et s E V le point de départ des deux agents. Le noeud s est supposé sécuritaire 

(s n'est pas un trou noir), les agents sont synchrones, c'est-à-dire qu'il existe une borne 
supérieure sur le temps utilisé pour traverser une arête et les agents connaissent cette 
borne. Ils ont des étiquettes distinctes et on suppose qu'il y a au plus un trou noir dans 
le graphe. Un trou noir est un noeud qui détruit tout agent le visitant. Un algorithme 
de recherche de trou noir (RTJV) pour l'entrée R est une séquence de traversées d'arêtes 
(déplacements) ayant les propriétés suivantes pour chacun des deux agents: 

• La borne supérieure sur la traversée d'arête est normalisée à 1, on considère donc 
que chaque déplacement prend une unité de temps. 

• Une fois l'algorithme complété, au moins l'un des deux agents, n'ayant pas visité 
de trou noir, a survécu et, si le réseau contient un trou noir, cet agent en connaît 
la localisation. Si le réseau ne contient pas de trou noir, l'agent le sait. 

Le temps d'exécution d'un algorithme RTN pour une entrée R est le nombre d'unités 
de temps qui se sont écoulées jusqu'à la terminaison de l'algorithme, en assumant que le 
trou noir soit à la pire localisation (ou bien qu'il soit absent, si c'est pire). Un algorithme
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est considéré optimal pour une entrée donnée si son temps d'exécution est le plus court 
possible pour cette entrée. 

Pour tous les noeuds du réseau on définit les deux états suivants 

• Noeud inconnu: l'un des agents survivants ne sait pas si un trou noir y est situé 
• Noeud connu: tous les agents survivants savent si un trou noir y est situé 

Le territoire connu au temps t est composé de l'ensemble des noeuds connus à cet 
instant. Au début, le territoire connu est uniquement composé du noeud de départ S. 

On dit qu'un rendez-vous survient au noeud y à un temps t lorsque les agents se ren-
contrent au noeud y et échangent de l'information pertinente, c'est-à-dire qui augmente 
strictement le territoire connu. Le noeud y est appelé un point de rendez-vous. 

Durant chaque pas de l'algorithme, un agent peut soit traverser une arête, soit attendre 
sur un noeud. Les deux agents peuvent aussi se rencontrer. Si au temps t un rendez-vous 
se produit, alors le territoire connu au temps t est défini comme le territoire connu après 
l'échange d'informations entre les agents. La séquence de pas entre deux rendez-vous est 
appelée une phase. 

Tout algorithme RTN doit avoir la propriété suivante: après un nombre fini de phases, 
au moins un agent survit et tous les noeuds sont connus (il y a au plus un trou noir, 
alors lorsque le trou noir est trouvé, tous les noeuds sont marqués comme connus). 

3.3 Résultats généraux pour les graphes 

L'objectif de cette section est de trouver les restrictions sur le comportement des 
agents au cours d'une phase et les procédures de bases pour l'exploration du réseau par 
les agents. Les lemmes suivants sont une modification des lemmes que l'on retrouve dans 
[7]. 

LEMME 3.1. Durant une phase p, les deux agents ne peuvent pas visiter un même noeud 
inconnu n 

Démonstration : Soit y un noeud inconnu à une phase p. Si un trou noir se retrouve à 
cet endroit et que les deux agents visitent y , ils seront tous deux détruits, l'algorithme 
ne serait donc pas un algorithme-RTN.	 E
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LEMME 3.2. Un agent ne peut visiter plus d'un noeud inconnu durant une phase p. 

Démonstration: Si un agent visite plus d'un noeud inconnu et que l'un de ces noeuds 
est un trou noir, il sera détruit avant d'indiquer au deuxième agent que les autres noeuds 
ne sont pas des trous noirs. L'autre agent n'aura pas le choix de visiter lui-même tous 
les noeuds visités par le premier agent pour déterminer lequel est le trou noir et sera 
détruit lui aussi. L'algorithme ne serait donc pas un algorithme-RTN.	 E 

Un noeud inconnu ne peut donc être exploré que lorsqu'il est relié par une arête à un 
noeud du territoire connu. 

LEMME 3.3. Durant une phase, le territoire connu augmente de un ou deux noeuds. 

Démonstration . D'après le lemme 3.2, un agent ne peut explorer plus d'un noeud in-
connu par phase et on n'a que deux agents. Donc, deux nouveaux noeuds au plus vien-
dront s'ajouter au territoire connu à la fin d'une phase. Par ailleurs, la définition d'une 
phase impose que le territoire connu doit augmenter avant la phase suivante. Le territoire 
connu sera donc augmenté au minimum d'un nouveau noeud.	 E 

Une 1-phase est définie comme une phase menant à la découverte d'un seul nouveau 
noeud. De la même manière, on définit une 2-phase comme étant une phase menant à 
la découverte de deux nouveaux noeuds. Le lemme 3.3 démontre que chaque phase est 
soit une 1-phase soit une 2-phase. 

LEMME 3.4. Supposons que y est le noeud où se produit un rendez-vous après une phase 
p, alors y fait partie du territoire connu après la phase p - 1. 

Démonstration . Si y ne fait pas partie du territoire connu, y est donc un noeud inconnu 
pendant la phase p et selon le lemme 3.1, les deux agents ne peuvent pas s'y retrouver 
durant la phase p. 

Un agent visitant un noeud inconnu doit donc retourner sur le territoire connu pour 
pouvoir se rendre au noeud de rendez-vous. Les noeuds visités seront donc reliés au 
territoire connu par une arête au minimum.	 . 

LEMME 3.5. Le territoire connu est toujours connexe.
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Démonstration: Lorsque nous n'avons qu'un seul noeud, c'est-à-dire le point de départ s, 

le territoire connu est connexe puisqu'il n'y a qu'un seul noeud. Supposons par induction 
qu'à la phase p, le territoire connu est connexe. Lors de la phase p +1 un ou deux noeuds 
seront ajoutés au territoire connu (selon le lemme 3.3). Les agents sont sur le territoire 
connu au début de la phase p + 1 (lemme 3.4), puisqu'un agent ne peut explorer qu'un 
noeud inconnu par phase (lemme 3.2), chacun de ces noeuds doit être relié au territoire 
connu par au moins une arête (sinon l'agent qui l'explore passerait par un autre noeud 
inconnu), alors le nouveau territoire connu sera donc connexe lui aussi.	 LI 

Un noeud u est dit la limite du territoire connu à la phase p si une de ses arêtes 
incidentes est reliée à un noeud inconnu. 

Une manière d'explorer exactement un noeud dans une phase est de faire marcher les 
deux agents à travers le territoire connu jusqu'à sa limite u. L'un des deux agents visite 
alors un noeud inconnu et revient rencontrer l'agent l'ayant attendu en u. Si l'on suppose 

que les deux agents sont à la limite u à un instant t et que (u, y ) est l'arête menant au 

noeud inconnu y , on définit la procédure suivante 

sonder (v) : Un agent traverse l'arête (u, y ) (qui est vers le noeud y ) et retourne au 

noeud u pour rejoindre l'autre agent qui l'y attend. S'ils ne se rencontrent pas au temps 

t + 2, alors le trou noir a été trouvé.

AIID 
Œ D 
A2 

Fia. 3.1 - La procédure sonder 

On définit aussi une procédure permettant aux deux agents d'explorer deux noeuds 
inconnus dans une phase. Supposons que les deux agents se retrouvent au noeud u à 

l'instant t. Soient y1, ..., vi les limites du territoire connu à cette phase. Tous les noeuds 
inconnus pouvant être explorés dans cette phase doivent avoir au moins une arête inci-
dente à l'ensemble {v1 , ..., v}. Soient deux noeuds inconnus k et 1 ayant chacun une arête 

incidente à une limite du territoire connu (k, vk) et (1, y1), vi E {VI , ..., v} (possiblement 

Vk = y1) sélectionnés pour l'exploration. On suppose que u appartient à un des chemins
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< k, 1 > les plus courts reliant les noeuds k et I et inclus dans le territoire connu. La 

procédure fourche est définie de la façon suivante 

fourche (k, 1) Un agent traverse le chemin du noeud u au noeud k et retourne vers 

le noeud y1. L'autre agent traverse le chemin du noeud u au noeud I et retourne vers 

le noeud Vk. Dans le chemin < k, I > entre k et I, le noeud k porte l'étiquette O et les 
noeuds restants sont numérotés par les nombres naturels consécutifs en ordre croissant. 
Soit m l'étiquette du noeud u. Nous dénotons par dist(k, 1) le nombre d'arêtes sur le 

chemin du noeud k vers le noeud 1. Si les deux agents ne se rencontrent pas au temps 

t + dist(k, I), au point de rendez-vous m' = k + I - m, alors le trou noir a été trouvé. 

rnm+ i Ç51 

FIG. 3.2 - La procédure fourche 

On définit aussi la procédure marcher, qui consiste à faire un déplacement sur un des 
chemins les plus courts fixé dans le territoire connu en direction d'un noeud k 

marcher(k) : Les deux agents font un pas vers le noeud k. 

La procédure aller consiste à déplacer les deux agents jusqu'au noeud k. 

aller(k) : Répète marcher(k) jusqu'à ce que les deux agents soient à k 

Finalement la procédure marcher-et-sonder permet d'explorer tous les noeuds sur le 
chemin le plus court entre la position courante des agents et le noeud vk 

marcher-et--sonder(vk) 
Soit {vo,v i ,v2 , .... Vkl,Vk} un des chemins les plus courts fixé entre le 
noeud y0 où les agents se trouvent et Vk, 

pour j = 1, tant que j k faire 
si vi ne fait pas partie du territoire connu alors 

aller(v-1) 
sonder(v)



Chapitre 4 

Résultats pour l0anneau 

On considère un anneau A = {V, El où V = {O, .... n - 1}, E = {[i,(i + 1)] : i = 

O, ..., n— 11 et un noeud s qui est le point de départ des deux agents. Toutes les opérations 
arithmétiques sur les indices sont faites modulo n. 

Nous prouvons d'abord une borne inférieure sur le temps de fonctionnement de chaque 
algorithme RTN travaillant dans un anneau de grandeur n. Ensuite nous présentons un 

algorithme RTN travaillant en temps égal à cette borne, pour chaque n. Notre algorithme 

est donc optimal. 

LEMME 4.1. Soient m > 7 le nombre de noeuds dans le territoire connu, n > 8 le nombre 
de noeuds dans l'anneau. Considérons un moment de rendez-vous et soit x la distance 
minimale séparant les agents de la limite du territoire connu et j = n - m le nombre de 
noeuds inconnus. Alors le temps minimal requis pour terminer la recherche du trou noir 
est de x + 3i - 1. 

Démonstration Lorsque i = 1, les agents doivent se rendre à l'une des deux limites du 
territoire connu pour explorer un nouveau noeud. Le temps minimal pour se rendre à 
ces limites est soit de x unités de temps, soit de m - 1 - x unités de temps. Puisque 

nous savons que m > 2x + 1, alors m - 1 - x > 2x + 1 - 1 - x = x. Ensuite les agents 

doivent explorer le noeud inconnu, ce qui prend au moins 2 unités de temps, donc x + 2 

unités de temps au total. Lorsque nous remplaçons i = 1 dans x + 3ï - 1, nous obtenons 

x + 2, donc le lemme est vrai pour j = 1.
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Lorsque j = 2, les agents peuvent explorer les noeuds restants soit en une phase, soit 
en deux phases. Dans le cas où ils explorent ces noeuds en deux phases, ils doivent se 
rendre à l'une des limites du territoire connu, ce qui prend au moins x unités de temps. 
Ensuite, ils explorent le noeud inconnu, ce qui nécessite au moins 2 unités de temps. Les 
agents doivent alors explorer le noeud inconnu restant lors de la phase suivante, ce qui 
prend au moins 3 unités de temps. Donc le temps minimal pour explorer deux noeuds 
inconnus en deux phases est de x + 5 unités de temps. 

Si les deux agents explorent les deux noeuds inconnus en une seule phase, ils doivent 
explorer chacun un noeud inconnu aux deux limites du territoire connu et ensuite se 
rencontrer quelque part dans le territoire connu. Ensemble, ils devront parcourir au moins 
l'équivalent de deux fois le nombre d'arêtes du territoire connu plus quatre (chacune des 
arêtes qui lient le territoire connu avec les noeuds à explorer doit être parcourue deux 
fois). On divise ce temps par le nombre d'agents, ce qui donne m + 1, donc le temps 
d'exploration est d'au moins in + 1. Cependant, in + 1 > x + 5 puisque nous savons que 
m ^ 7 et que x < L-' i . Lorsque nous remplaçons j = 2 dans z + 3i - 1, nous obtenons 
z + 5, donc le lemme est vrai pour j = 2. 

Pour prouver que la borne inférieure est vraie lorsque j > 2, une induction sur j est 
utilisée. Pour tout z et tout j < i on suppose que la borne inférieure est vraie. On 
fixe maintenant z et j, ce qui donne l'état (j, z) de la recherche, et on évalue toutes les 
actions possibles en une phase à partir de cet état. Puisque les agents peuvent explorer 
soit un noeud inconnu, soit deux noeuds inconnus dans une même phase (lemme 3.3), 
nous aurons besoin de savoir le temps nécessaire pour compléter l'exploration à partir 
des états (j - 1, y) et (i-2, z), ce qui donne, par l'hypothèse d'induction, respectivement 
y + 3i - 4 et z + 3i - 7, où y est la distance entre les agents et la limite du territoire 
connu la plus proche pour j - 1 et z pour j - 2. Nous recherchons le temps nécessaire 
pour explorer les j noeuds inconnus restants à partir de l'état (i, z). 

Si un seul noeud inconnu est exploré dans la phase suivant l'état (j, z), les agents 
doivent se rendre à l'une des deux limites du territoire connu. Les agents doivent ensuite 
explorer le nouveau noeud adjacent à cette limite et se rendre à la distance y de l'une des 
deux limites du nouveau territoire connu, pour atteindre l'état (j - 1, y). Si y = O, cela 
prend au moins z + 3 unités de temps, si y > 1, ça prend au moins (z + 2) + (y - 1) unités 
de temps car y < Le temps de compléter la recherche à partir de l'état (j - 1, y) 
est au moins de y + 3i - 4, donc le temps total est au moins z + 3 + 3i - 4 si y = 0 et au
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moins (x + 2 + y - 1) + (y + 3i - 4) si y > 1. Dans chaque cas nous obtenons la borne 

x + 3i —1. 

Si deux noeuds inconnus sont explorés dans la phase suivant l'état (j, x), les agents 
doivent chacun explorer un noeud inconnu aux deux limites du territoire connu, se ren-
contrer quelque part dans ce territoire et se rendre à la distance z de l'une des deux 

limites du nouveau territoire connu, pour atteindre l'état (i - 2, z). Si z x + 1, cela 

prend au moins m + 1 + x + 1— z unités de temps, si z > x + 1, ça prend au moins 

M + 1 + z - (x + 1) unités de temps. Le temps de compléter la recherche à. partir de l'état 

(j - 2, z) est au moins de z + 3i - 7, donc le temps total est au moins x + rn + 3i - 5 si 

z <z + 1 et au moins 2z - z + m + 3i - 7 si z > z + 1. Dans le premier cas nous avons 

z + m + 3i - 5 > z + 3i - 1 car ni> 7. Dans le second cas, nous pouvons observer que 

2z - z + ni + 3i - 7 > z + 3i - 1 puisque nous savons que z > z + 1 et que m > 7. Par 

induction, la borne inférieure est donc z + 3ï - 1.	 E 

LEMME 4.2. Soit ri > 8 le nombre de noeuds dans l'anneau, alors le temps minimal 
requis pour la recherche du trou noir est de 3rt - 8. 

Démonstration : Dans cette démonstration, nous dénotons par (m, z) l'état de la re-

cherche au moment de la rencontre, où m est le nombre de noeuds dans le territoire connu 
et z la distance minimale entre les deux agents et la limite de ce territoire. La program-
mation dynamique est utilisée pour découvrir le temps minimal pour arriver à chacun 
des états jusqu'à m = 8. Les valeurs dans le tableau représentent le nombre d'unités 
de temps minimal utilisé jusqu'à présent pour se rendre à l'état (m(ligne), z(colonne)). 
L'algorithme parcourt ensuite les différentes grandeurs de territoire connu m et évalue le 

temps nécessaire pour conquérir 1 ou 2 noeuds à partir de chaque z pour ce rn, puisque 
les agents ne peuvent explorer que 1 ou 2 noeuds inconnus par phase (lemme 3.3). Une 
fois ces noeuds découverts, l'algorithme calcule le temps nécessaire à l'atteinte des y 
distances possibles de la limite du territoire connu. 

Pour explorer un noeud inconnu à partir de l'état (m, x) et se rendre à l'état (m+1,y), 
les agents doivent marcher jusqu'à l'une des deux limites du territoire connu, explorer le 
noeud inconnu et ensuite se rendre à la distance y de l'une des deux limites du nouveau 
territoire connu, ce qui prend au moins z + 2 + I - Il unités de temps. Donc, le temps 

calculé pour l'état (m + 1, y) est t + z + ly - 1 + 2, où t est le temps utilisé pour se 

rendre à (m, x).
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Pour explorer deux noeuds inconnus à partir de l'état (m, x) et se rendre à l'état 
(rri. + 2, y), les agents doivent explorer chacun un noeud inconnu aux deux limites du 
territoire connu, se rencontrer quelque part dans ce territoire et doivent se rendre à la 
distance y de l'une des deux limites du nouveau territoire connu, ce qui prend au moins 
M + 1 + ly - (x + 1) 1 unités de temps. Donc, le temps calculé pour l'état (m + 2, y) est 
t + m + 1 + 1 y - (x + 1 )1, où t est le temps utilisé pour se rendre à (m, x). 

Pour présenter les résultats obtenus avec la programmation dynamique, chacun des 
états est pris en considération et tous les différents états que l'on peut atteindre en 
une phase sont calculés. La case à la ligne m et colonne x contient le temps minimal 
courant pour atteindre l'état (m, x). Toutes les cases sauf celle correspondant à (1, 0) sont 
initialisées à oc. On représente le résultat du calcul de la manière suivante. Soit A(m, x) 
l'ancien temps minimal trouvé pour arriver à l'état (m, x) et N(rn, x) le nouveau temps 
minimal trouvé. Si N(m,x) < A(m,x), on change l'entrée de la case représentant le 
temps correspondant à l'état (rri, x), sinon on garde cette entrée. Si la valeur d'un des 
états est changée, on affiche le tableau des temps minimaux nécessaire à l'atteinte des 
différents états, les nouvelles valeurs étant en caractères gras. On conserve le dernier 
tableau affiché comme étant le tableau contenant les résultats finaux. Les différents 
tableaux qui suivent sont calculés à l'aide du programme java qui se retrouve dans 
l'annexe A. 

- Tests pour l'état (1,0) 
- Ajout d'un noeud supplémentaire: (2,0) = oc > 2 change 
- Ajout de deux noeuds supplémentaires : (3,0) = oc > 3 change 
- Ajout de deux noeuds supplémentaires : (3,1) = oc > 2 change 

MIMMUR 
BIMMMM BIMMMM RIMMUM RIMMUM RIMMUM RIMMUM RIMMUR RIMMUM- Tests pour l0état (2,0) 

- Ajout d'un noeud supplémentaire: (3,0) = 3 < 5 garde 
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- Ajout d'un noeud supplémentaire: (3,1) 2 4 garde 

- Ajout de deux noeuds supplémentaires: (4,0) = no > 6 change 

- Ajout de deux noeuds supplémentaires : (4,1) = 00 > 5 change 

MI IMM
M9 Blum 

1 N minumu 
almomm 
minuau 
minuau 
aimmun 
alonnu 

- Tests pour l'état (3,0) 
- Ajout d'un noeud supplémentaire: (4,0) = 6 6 garde 

- Ajout d'un noeud supplémentaire: (4,1) = 5 5 garde 

- Ajout de deux noeuds supplémentaires : (5,0) = no > 8 change 

- Ajout de deux noeuds supplémentaires: (5,1) no > 7 change 
- Ajout de deux noeuds supplémentaires: (5,2) = no > 8 change 

aimmun 
aimmum 
aimmum 

Blum11113:131 
minnum 
minuan DI-- Tests pour l'état (3,1) 

- Ajout d'un noeud supplémentaire: (4,0) = 6 6 garde 

- Ajout d'un noeud supplémentaire : (4,1) = 5 < 5 garde 

- Ajout de deux noeuds supplémentaires: (5,0) = 8 8 garde 

- Ajout de deux noeuds supplémentaires: (5,1) = 7 7 garde 
- Ajout de deux noeuds supplémentaires: (5,2) = 8 > 6 change 
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minuan 

aimmum 
aimmum 
minumu 
aimaum 
minumu 
alun 
simoun 
minaun 

- Tests pour l'état (4,0) 
- Ajout d'un noeud supplémentaire: (5,0) = 8	9 garde 

- Ajout d'un noeud supplémentaire: (5,1) = 7	8 garde 

- Ajout d'un noeud supplémentaire: (5,2) = 6	9 garde 

- Ajout de deux noeuds supplémentaires: (6,0) = 00> 12 change 
- Ajout de deux noeuds supplémentaires: (6,1) = oc> 11 change 
- Ajout de deux noeuds supplémentaires: (6,2) = oc> 12 change 

Minimum 

aimmum 

aimmum 

minimum 

aimumm 

minimum UIDD• aimmun aimmun- Tests pour l'état (4,1) 
- Ajout d'un noeud supplémentaire: (5,0) = 8 9 garde 
- Ajout d'un noeud supplémentaire: (5,1) = 7 8 garde 
- Ajout d'un noeud supplémentaire : (5,2) = 6 9 garde 
- Ajout de deux noeuds supplémentaires: (6,0) = 12 12 garde 
- Ajout de deux noeuds supplémentaires: (6,1) = 11 11 garde 
- Ajout de deux noeuds supplémentaires : (6,2) = 12 > 10 change 
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NIMMUR 
BIMMMM RIMMUM RIMMUM DIMMUM RIMMUM aIDDD• RIMMUR RIMMUR - Tests pour l'état (5,0) 

- Ajout d'un noeud supplémentaire: (6,0) = 12 > 11 change 
- Ajout d'un noeud supplémentaire : (6,1) = 11 > 10 change 
- Ajout d'un noeud supplémentaire: (6,2) = 10 11 garde 
- Ajout de deux noeuds supplémentaires: (7,0) = 00> 15 change 

- Ajout de deux noeuds supplémentaires : (7,1) = 00 > 14 change 

- Ajout de deux noeuds supplémentaires : (7,2) = 00 > 15 change 
- Ajout de deux noeuds supplémentaires : (7,3) 00 > 16 change 

NIMMUM 
BIMMMM RIMMUM RIMMUM MIMMUM RIMMUM IDDD UIDDDD RIMMMU - Tests pour l'état (5,1) 

- Ajout d'un noeud supplémentaire : (6,0) = 11	11 garde 

- Ajout d'un noeud supplémentaire : (6,1) = 10	10 garde 

- Ajout d'un noeud supplémentaire: (6,2) = 10	11 garde 

- Ajout de deux noeuds supplémentaires : (7,0) = 15	15 garde 

- Ajout de deux noeuds supplémentaires : (7,1) = 14 < 14 garde 
- Ajout de deux noeuds supplémentaires : (7,2) = 15 > 13 change 
- Ajout de deux noeuds supplémentaires: (7,3) = 16 > 14 change
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NIMMUM 
RIMMUM RIMMUM RIMMUM MIMMUM RIMMUM aIEIDD- UIDDDD RIMMUM - Tests pour l'état (5,2) 

- Ajout d'un noeud supplémentaire: (6,0) = 11 11 garde 
- Ajout d'un noeud supplémentaire : (6,1) = 10 10 garde 
- Ajout d'un noeud supplémentaire: (6,2) = 10 < 11 garde 
- Ajout de deux noeuds supplémentaires : (7,0) = 15 15 garde 
- Ajout de deux noeuds supplémentaires : (7,1) = 14 < 14 garde 
- Ajout de deux noeuds supplémentaires : (7,2) 13 13 garde 
- Ajout de deux noeuds supplémentaires : (7,3) = 14> 12 change 

NIMMUM 
RIMMUM RIMMUM RIMMUM RIMMUM RIMMOM UIDDD UIDDDD WIMMUM- Tests pour l'état (6,0) 

- Ajout d'un noeud supplémentaire : (7,0) = 15 > 14 change 
- Ajout d'un noeud supplémentaire : (7,1) = 14 > 13 change 
- Ajout d'un noeud supplémentaire: (7,2) = 13 14 garde 
- Ajout d'un noeud supplémentaire: (7,3) = 12 15 garde 
- Ajout de deux noeuds supplémentaires: (8,0) = no > 19 change 
- Ajout de deux noeuds supplémentaires: (8,1) = no > 18 change 
- Ajout de deux noeuds supplémentaires : (8,2) = no > 19 change 
- Ajout de deux noeuds supplémentaires: (8,3) = no > 20 change

38 



39 Chapitre 4 : Résultats pour l'anneau 

MIMMMM 
MIMMUM RIMMUM BIMMMM BIMMMM RIMMUM RIMMUM 
EIDDD 

IDDDD - Tests pour l'état (6,1) 
- Ajout d'un noeud supplémentaire: (7,0) = 14 < 14 garde 
- Ajout d'un noeud supplémentaire : (7,1) = 13 13 garde 
- Ajout d'un noeud supplémentaire: (7,2) = 13 < 14 garde 
- Ajout d'un noeud supplémentaire: (7,3) = 12 < 15 garde 
- Ajout de deux noeuds supplémentaires : (8,0) = 19 19 garde 
- Ajout de deux noeuds supplémentaires: (8,1) = 18 18 garde 
- Ajout de deux noeuds supplémentaires: (8,2) = 19 > 17 change 
- Ajout de deux noeuds supplémentaires : (8,3) = 20 > 18 change 

NIMMUM 
BIMMMM BIMMMM BIBRUM RIMMUM RIMMUM 
ØIDD 
BIMMMM IDDDD- Tests pour l'état (6,2) 

- Ajout d'un noeud supplémentaire : (7,0) = 14 < 15 garde 
- Ajout d'un noeud supplémentaire: (7,1) = 13 < 14 garde 
- Ajout d'un noeud supplémentaire: (7,2) = 13 15 garde 
- Ajout d'un noeud supplémentaire: (7,3) = 12 < 16 garde 
- Ajout de deux noeuds supplémentaires : (8,0) = 19 < 20 garde 
- Ajout de deux noeuds supplémentaires : (8,1) = 18 < 19 garde 
- Ajout de deux noeuds supplémentaires : (8,2) = 17 18 garde 
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- Ajout de deux noeuds supplémentaires: (8,3) = 18> 17 change 

la MMI 
MIMMU ^ 
BIMMMM 
RIUMMU 

1 

RIMMUM 
RIMMUM 
DIMMOM 
RIMMMU 
gI0000 

- Tests pour l.état (7,0) 
- Ajout d'un noeud supplémentaire 
- Ajout d'un noeud supplémentaire 
- Ajout d'un noeud supplémentaire 
- Ajout d'un noeud supplémentaire 

(8,0) = 19> 17 change 
(8,1) 18> 16 change 
(8,2) = 17	17 garde 
(8.3) = 17 < 18 garde 

Blum M 

RIMMUM 
RIMMUM 
DIMMUM 
RIMMUM 
UIDD 
RIMMUM 
aIDDIiD 

- Tests pour l.état (7,1) 
- Ajout d'un noeud supplémentaire 
- Ajout d'un noeud supplémentaire 
- Ajout d'un noeud supplémentaire 
- Ajout d'un noeud supplémentaire 

- Tests pour l.état (7,2) 

(8,0) = 17 < 17 garde 
(8,1) = 16 < 16 garde 
(8,2) = 17 < 17 garde 
(8,3) = 17	18 garde

- Ajout d'un noeud supplémentaire: (8,0) = 17 18 garde 
- Ajout d'un noeud supplémentaire: (8,1) = 16 < 17 garde 
- Ajout d'un noeud supplémentaire: (8,2) = 17 18 garde 
- Ajout d'un noeud supplémentaire: (8,3) = 17 < 19 garde 

- Tests pour l.état (7,3)
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- Ajout d'un noeud supplémentaire : (8,0) = 17 18 garde 
- Ajout d'un noeud supplémentaire: (8,1) = 16 17 garde 
- Ajout d'un noeud supplémentaire: (8,2) = 17 18 garde 
- Ajout d'un noeud supplémentaire : (8,3) = 17 19 garde 

Puisque le territoire connu augmente de 1 ou 2 noeuds dans une phase (lemme 3.3), 
la borne inférieure sur le temps pour un anneau de grandeur n > 8 est le minimum des 
temps (pris sur toutes les valeurs de x) requis pour atteindre l'état (in, x) pour m 7 
ou bien m = 8 additionné à x + 3i - 1 (lemme 4. 1), où j = n - m. Les temps en fonction 

de n sont alors calculés pour ces différents états intermédiaires possibles (tableau 4.1) et 
on peut conclure que la valeur minimale est de 3n - 8.	 La 

[L'état intermédiaire 
(m, x)

Temps total 
en fonction de il

Temps total 
en fonction de n 

(7,0) 3i+13 3n-8 
(7,1) 3i+13 3n-8 
(7,2) 3i+14 3n-7 
(7,3) 3i+14 3n-7 
(8,0) 3i+16 3n-8 
(8,1) 3i+16 3n-8 
(8,2) 3i+18 3n-6 
(8,3) 3i+19 3n-5

TAB. 4.1 - Anneau avec territoire connu de 7 ou 8 noeuds 

THORME 4.1. Le temps requis pour la recherche du trou noir dans un anneau de 
grandeur n est au moins 

• 2 unités de temps pour n = 3 
• 5 unités de temps pour n = 4 
• 6 unités de temps pour n 5 
• 12 unités de temps pour n = 7 
• 3n - 8 unités de temps, lorsque n = 6 ou bien n > 8 

Démonstration: Pour les grandeurs d'anneau n 7, nous pouvons prendre toutes les 
configurations trouvées à l'aide de la programmation dynamique dans le lemme 4.2 et 
prendre le temps minimal parmi les différentes configurations trouvées pour une grandeur 
d'anneau donnée. Nous avons donc les temps du tableau 4.2. Pour n = 3,4, 5, 7, nous 
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avons respectivement 2, 5, 6 et 12 unités de temps. Pour n = 6, 3n - 8 donne bien 10

unités de temps et 3n - 8 est la borne inférieure pour les anneaux de grandeur n > 8

(lemme 4.2).	 E

n Temps 
3	2 
4	5 
5	6 
6	10 
7	12 

TAB. 4.2 - Temps pour les anneaux n 7 

Nous présentons maintenant un algorithme dont le temps d'exécution atteint, dans 
chaque cas, la borne inférieure du théorème 4.1. 

ALGORITHME 4.1. Anneau  

cas où n = 4 
sonder(s + 1); 
fourche(s - 1,s + 2); 

cas où n=3,5,7 
pour j := 1 à [] faire 

fourche(s - i,s + j); 

cas où n=6oubienn>8 

fourche(s - 1,s + 1); 
fourche(s - 2,s + 2); 
marcher (s+1); 
marcher-et-sonder(s + n - 3); 

THÉORÈME 4.2. L'algorithme Anneau est optimal. 

Démonstration 

• Lorsque n = 4, la procédure sonder(s + 1) prend 2 unités de temps et la procédure 

fourche (s - 1,s + 2) prend 3 unités de temps. Cela donne un total de 2 + 3 5 
unités de temps.
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• Lorsque n = 3, 5, 7 le temps requis pour effectuer toutes les fourches est de2i 
unités de temps, ce qui donne respectivement 2, 6 et 12 unités de temps. 

• Lorsque n = 6 ou bien n > 8, les procédures fourche (s— 1,s+1) et fourche (s-2,s+2) 
prennent respectivement 2 et 4 unités de temps, la marche prend 1 unité de temps 
et la procédure marcher-et-sonder(s + n - 3) prend 3(n - 5) unités de temps. Cela 

donne un total de 2 + 4 + 1 + 3(n - 5) - 1 = 3n - 8 unités de temps. 
Selon le théorème 4.1 notre algorithme est optimal.	 E



Chapitre 5 

Résultats pour le tore de grandeur 2 

par  

On considère un tore de grandeur 2 par k défini comme suit : T = {V, E} où V = 

{I0, ..., Yo, ..., yk_1}, E = {{x, y} j = O, ..., k - 1}} u {{x, X(+l)} : i = O, ..., k - 

11 u {{Yi,Y(i+1)} : j = O, ...,k - 11 et un noeud s qui est le point de départ des deux 
agents. Toutes les opérations arithmétiques sur les indices sont faites modulo k. 

FIG. 5.1 - Tore de grandeur 2 par 6 

Nous prouvons d'abord que chaque algorithme RTN dans un tore de grandeur 2 par k 

utilise au moins le temps de 3k - 2. Ensuite, par une analyse détaillée cas-par-cas, nous 
prouvons que le temps 3k - 2 n'est pas possible à atteindre; donc la borne inférieure 
est en fait 3k - 1. Finalement nous présentons un algorithme RTN travaillant en temps 
3k - 1, ce qui est donc optimal.
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LEMME 5.1. L'exploration d'un noeud inconnu coûte au moins deux unités de temps. 

Démonstration: Un agent doit se rendre vers le noeud inconnu, ce qui prend une unité 
de temps, et selon le lemme 3.4 il doit revenir vers le territoire connu pour la rencontre 
avec l'autre agent, ce qui prend aussi une unité de temps. 

On définit trois sortes de phases; les phases légères, normales et lourdes. Une phase est 
dite légère lorsque les deux agents explorent deux noeuds en deux unités de temps. Une 
phase normale peut explorer soit un noeud en deux unités de temps, soit deux noeuds 
en trois unités de temps. Toutes les autres phases sont dites lourdes. 

LEMME 5.2. Pour chaque exploration E dans les trois premières phases, il existe une 
exploration E' dans les trois premières phases telle que la troisième phase de E' n'est 
pas légère et le temps, l'ensemble des noeuds explorés et le noeud de rencontre après la 
troisième phase dans E et E sont identiques. 

Démonstration . Si la troisième phase est légère, le noeud de départ de cette phase doit 
avoir deux noeuds adjacents inconnus. Soit un noeud j ayant deux noeuds adjacents 
inconnus. Ce noeud sera le point de rencontre des agents après la deuxième phase. Dans 
un tore de grandeur 2 par k les noeuds ont tous le degré trois. Scion le lemme 3.5 le 
territoire connu doit être connexe. Selon le lemme 3.3 au moins un noeud est exploré par 
phase, donc le territoire connu de grandeur > 2 au début de la deuxième phase. Alors, 
il existe un noeud j qui est dans le territoire connu au début de la deuxième phase et 
qui est adjacent au noeud i. 

Puisque la deuxième phase se termine au noeud i, la dernière action que chacun des 

agent va faire dans l'exploration E est le déplacement du noeud j vers le noeud i. Dans 

l'exploration E nous enlevons ce déplacement de j vers j et le nouveau point de rencontre 
des agents se fait au noeud j. Lors de la troisième phase, nous effectuons le déplacement 

de j à j et explorons les deux noeuds adjacents à j, ce qui donne une phase normale. 

Nous avons donc dans E et E' le même temps, le même territoire connu et le même 
noeud de rencontre i après la troisième phase, mais la troisième phase de E' n'est pas 

légère. 

Par la suite nous supposons, sans perte de généralité, que la troisième phase d'un 
algorithme RTN n'est pas légère.
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LEMME 5.3. Si la phase p > 3 est légère, alors la phase p - 1 est lourde. 

Démonstration Si la phase p est légère, le noeud de départ j de cette phase doit avoir 
deux noeuds adjacents a et b inconnus après la phase p - 1. Après la phase p - 1 le 

territoire connu doit être de grandeur au moins (p - 1) + 1 = p> 3. Puisque ce territoire 
doit être connexe, il doit contenir le noeud j, le noeud j a, b adjacent à j et un des 

deux noeuds k, I ï adjacents à j. 

Analysons maintenant la phase p - 1. Puisque les agents doivent se rencontrer au 
noeud j et les deux noeuds a et b ne seront explorés qu'à la phase p, les agents auront 

chacun la traversée de l'arête menant de j à ï comme la toute dernière action de la phase 

p - 1, ce qui prends une unité de temps. 

Si les agents n'explorent qu'un seul noeud durant la phase p - 1, ils utiliseront au 
moins trois unités de temps, ce qui donne une phase lourde. 

Si les agents explorent deux noeuds durant la phase p - 1, la seule façon de le faire en 
au plus trois unités de temps avec la rencontre dans ï serait de partir de j, explorer les 

noeuds k et I et se rencontrer dans j. Mais ceci est impossible car pour le faire en au plus 
trois unités de temps les agents devraient se rencontrer d'abord en j et faire ensemble le 
trajet à j, ce qui contredit la définition de rencontre en ï. Donc, le nombre d'unités de 
temps nécessaire pour explorer deux noeuds durant la phase p - 1 est d'au moins quatre 
unités de temps, ce qui donne aussi une phase lourde.	 E 

LEMME 5.4. Le temps moyen d'exploration d'un noeud dans une phase normale ou lourde 
est au moins . Le temps moyen d'exploration d'un noeud dans une suite de deux phases, 
lourde suivie de légère, est au moins 

Démonstration : Par définition une phase normale explore deux noeuds en trois unités 
de temps et une phase lourde explore deux noeuds en quatre ou plus unités de temps. 
Une phase normale à donc un temps moyen de et la phase lourde est moins efficace 
qu'une phase normale, ce qui donne un temps moyen d'exploration d'un noeud dans une 
phase normale ou lourde d'au moins 

Puisqu'une phase lourde prends au moins quatre unités de temps pour deux noeuds 
explorés et qu'une phase légère prends deux unités de temps pour deux noeuds explorés, 
la suite de ces deux phases prends au moins six unités de temps pour quatre noeuds 
explorés. Ce qui donne un temps moyen d'exploration d'un noeud d'an moins .	E
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LEMME 5.5. Le temps moyen d'exploration d'un noeud dans toutes les phases p > 3 est 
au moins 

Démonstration Considérons la suite des phases p> 2, en utilisant le symbole I pour une 
phase légère, le symbole L pour une phase lourde et le symbole a pour une phase autre 
que légère. Puisque le premier terme de la suite n'est pas 1 et chaque 1 est précédé par L, 
on peut diviser toute la suite en segments de longueur < 2, ou chaque segment est soit 
a, soit LI. En vue du lemme 5.4, le temps moyen d'exploration d'un noeud dans chaque 
segment est au moins , donc le temps moyen d'exploration d'un noeud dans toutes ces 
phases est aussi au moins . La figure 5.2 montre deux exemples d'explorations. 

* * [a] [L 1] [a] [a] [L 1] 
* * [L l] [a] [a] [L 1] [a] 

Fic. 5.2 - Tore 2 par k : Exemples d'explorations

MI 

THÉORÈME 5.1. Le temps requis pour un algorithme RTN dans un tore de grandeur 2 
par k est au moins de 3k - 2. 

Démonstration : Lors des deux premières phases, les agents peuvent explorer : soit deux, 
soit trois, soit quatre noeuds, puisque selon le lemme 3.3, ils doivent explorer au moins 
un noeud par phase et ils ne peuvent pas en explorer plus de deux. Aussi le temps 
minimal requis pour ces deux phases est quatre unités de temps pour explorer deux ou 
trois noeuds et cinq unités de temps pour en explorer quatre. 

Selon le lemme 5.5, le temps moyen d'exploration d'un noeud dans toutes les phases 
p > 3 est au moins . Dans le cas où le nombre de noeuds à explorer après les deux 
premières phases est pair(21), le temps C minimal sera C > 21 x ^ 31. Dans le cas où 
le nombre de noeuds à explorer après les deux premières phases est impair(21 + 1), le 
temps C minimal sera C (21 + 1) x ^ 31 + , mais puisque le nombre d'unités de 
temps doit être un entier, le temps minimal sera C 31 + 2. 

Calculons le temps C minimal pour faire l'exploration lorsque l'on explore soit deux, 
soit trois, soit quatre noeuds dans les deux premières phases. Dans le cas où on explore 
deux noeuds, il reste 2k - 3 noeuds à explorer et le temps minimal sera C > 4 + 3(k - 
2) + 2 > 3k. Dans le cas où on explore trois noeuds, il reste 2k - 4 noeuds à explorer
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et le temps minimal sera C > 4 + 3(k - 2) > 3k - 2. Finalement, dans le cas où 

l'on explore quatre noeuds, il reste 2k - 5 noeuds à explorer et le temps minimal sera 

C>5+3(k-3)+2>3k---2.	 E 

Nous prouverons maintenant qu'aucun algorithme RTN dans un tore de grandeur 2 

par k ne peut fonctionner en temps 3k - 2. Soit A un algorithme qui travaille en temps 

3k - 2. Notre but est de montrer qu'il ne peut pas exister. 

LEMME 5.6. Soit x le nombre de noeuds qui reste à explorer par l'algorithme A après 
les deux premières phases. Si x est pair, alors A explore deux noeuds dans chaque phase 
p> 2. Si x est impair, il existe exactement une phase explorant un noeud et elle prend 
deux unités de temps. 

Démonstration : D'après la démonstration du théorème 5.1 x peut être soit 2k - 4, 
auquel cas le temps moyen doit dans toutes les phases p> 2 doit être , donc chacune 

doit explorer deux noeuds, soit 2k - 5, auquel cas exactement une phase explore un 

noeud.	 E 

LEMME 5.7. Dans l'algorithme A, une phase lourde p > 2 doit être suivie par une phase 
légère. 

Démonstration . Une phase lourde a un temps moyen minimal de deux unités de temps. 
Pour atteindre le temps moyen de , elle doit être combiné avec une phase légère. Puisque 
selon le lemme 5.3 une phase légère doit être précédé d'une phase lourde, seul ces phases 
lourde seront acceptées dans l'algorithme A.	 E 

LEMME 5.8. Dans l'algorithme A, une phase lourde ne peut pas coûter plus de quatre 
unités de temps. 

Démonstration : Selon le lemme 5.7, les seules phases lourdes pouvant être utilisées sont 
celles suivies d'une phase légère. Pour atteindre le temps moyen de , la phase lourde 
ne peut pas dépasser quatre unités de temps.	 E 

LEMME 5.9. L'algorithme A ne peut pas commencer par l'exploration de trois noeuds 
lors des deux premières phases.



C	E 

F 

A 
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Démonstration Dans le cas où l'on explore trois noeuds dans les deux premières phases 
en quatre unités de temps, le territoire connu sera sous la forme de la figure 5.3, où R 
est le point de départ des agents pour la troisième phase. Selon le lemme 5.6 chaque 
phase p > 2 doit explorer deux noeuds, d'après le lemme 5.7 toutes les phases lourdes 
doivent être suivies d'une phase légère et finalement le lemme 5.8 démontre qu'une phase 
coûtant plus de quatre unités de temps est impossible.

FIG. 5.3 - Tore 2 par k Deux premières phases 

La troisième phase devra explorer deux noeuds parmi les noeuds A, B, C et D. Les 
combinaisons (A, C), (A, D) et (B, C) ne peuvent pas être effectuées en trois unités de 
temps, puisque deux déplacements en plus de l'exploration seraient nécessaires. S'ils sont 
faits en quatre unités de temps, le point de rencontre ne pourrait pas être suivi d'une 
phase légère. Il ne reste que les combinaisons (A, B), (B, D) et (C, D). 

Si les agents explorent les noeuds (B, D), ils vont se rencontrer au noeud r et devront 
utiliser trois unités de temps. La phase suivante va prendre au moins quatre unités de 
temps puisque les agents devront faire au moins deux déplacements, soit pour se rendre 
au noeud à explorer, soit pour se rencontrer, puis ils ne pourront pas se rencontrer à un 
noeud permettant une phase légère. 

Il ne reste que les noeuds (A, B) ou (C, D). Nous n'allons analyser que le couple 
(C, D), puisque l'analyse du couple (A, B) pourrait être effectué de la même manière 
par symétrie. Il est impossible de faire une phase lourde suivie d'une phase légère. Si 
l'exploration se fait en trois unités de temps, le point de rencontre après avoir exploré 
les noeuds C et D sera r.. Ce qui nous mène à une situation où les seuls noeuds qui 
peuvent être explorés en trois unités de temps sont les noeuds E et F.
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A 

FIG. 5.4 - Tore 2 par k Configuration d'exploration 

Donc chaque phase subséquente débute avec une configuration représentée à la figure 
5.4, où R est le point de départ des agents, jusqu'à la phase p, qui est au plus l'avant-
dernière phase. Les agents ne peuvent qu'explorer les noeuds A et B et le seul point de 
rencontre possible est r' après trois unités de temps, ce qui donne une configuration de 
la figure 5.4 à la phase p + 1. (Il est à noter qu'on ne peut pas faire une phase lourde 
suivie d'une phase légère.) 

Ô---Ô	A	B6........ 

FIG. 5.5 - Tore 2 par k : Dernière phase de l'exploration 

Pour la dernière phase, les agents vont se retrouver dans la situation présentée à la 
figure 5.5, où R est le point de départ de la phase, et où ils doivent explorer les noeuds 
A et B. Pour explorer le noeud B, un des agents devra faire deux déplacements (en plus 
de l'exploration), alors la phase prendra au moins quatre unités de temps et ne peut 
pas être suivie d'une phase légère. Donc, le temps total dans le cas où on explore trois 
noeuds dans les deux premières phases n'est pas 3k - 2.

u
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LEMME 5.10. L'algorithme A ne peut pas commencer par l'exploration de quatre noeuds 
lors des deux premières phases. 

Démonstration: Dans le cas où on explore quatre noeuds dans les deux premières phases 
en cinq unités de temps, le territoire connu peut avoir douze configurations possibles. La 
figure 5.6 montre six de ces configurations, où s est le point de départ de l'algorithme et R 

la localisation des agents pour le début de la troisième phase. Les six autres configurations 
peuvent être trouvées par symétrie. Selon le lemme 5.6 toutes les phases doivent explorer 
deux noeuds sauf une qui devra utiliser un maximum de deux unités de temps. Ensuite, le 
lemme 5.7 indique que toutes les phases lourdes doivent être suivis d'une phase légère et 
le lemme 5.8 montre qu'une phase coûtant plus de quatre unités de temps est impossible. 

lAI rs	R D
	

A 

	

B r' r" C
	

B CéD F 

	

(a) Première configuration
	 (b) Deuxième configuration 

A'	E: 

B	CD F 

(c) Troisième configuration

B " C 

(d) Quatrième configuration 

B	 C
	

A C — G —KD 

A,	 D
	

B	 C F 

	

(e) Cinquième configuration	 (f) Sixième configuration 

FIG. 5.6 - Tore 2 par k : Configurations possibles 

Dans ce qui suit, lorsque l'on dit que les agents doivent faire une exploration en trois 
unités de temps, c'est qu'ils ne peuvent pas atteindre un noeud permettant une phase 
légère en utilisant une unité de temps supplémentaire.
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Pour la première configuration, qui est montrée à la figure 5.6(a), les noeuds A, B, 
C et D peuvent être explorés en troisième phase. Si les agents explorent le couple (A, B) 
ou bien (A, D), ils devront utiliser quatre unités de temps et se rencontrer au noeud r, 
qui ne permet pas de suivre avec une phase légère. Le couple (A, C) est impossible à 
explorer en moins de cinq unités de temps. Lorsque les agents explorent le couple (B, C) 
ou (B, D), ils utilisent quatre unités de temps et se rencontrent au noeud r0, qui ne 
permet pas de suivre avec une phase légère. Si les agents explorent le couple (C, D), ils 
utilisent trois unités de temps et se retrouvent au noeud r". Suite à cette phase, ils ne 
peuvent plus faire une exploration de deux noeuds en trois unités de temps ou d'un seul 
noeud en deux unités de temps. De plus, toutes les autres explorations prenant quatre 
unités de temps placent les agents sur un noeud où ils ne peuvent pas faire une phase 
légère. 

Il ne reste que l'exploration du noeud D avec une phase explorant un noeud en deux 
unités de temps. Lors de la phase suivante, nous avons déjà vu que les différentes combi-
naisons entre les noeuds A, B et C ne sont pas viables. Le nouveau noeud accessible est 
à une distance de trois arrêtes avec les noeuds A et B, alors un temps d'exploration d'au 
moins cinq unités de temps. Il ne reste que le couple C avec ce nouveau noeud acces-
sible, ce qui nous place dans la même configuration que l'on peut voir à la figure 5.4. On 
peut utiliser l'induction décrite dans le lemme 5.9 pour les phases suivantes jusqu'à la 
dernière. Pour la dernière phase, on se retrouve avec exactement la même configuration 
qu'à la figure 5.5, niais nous avons démontré dans le lemme 5.9 qu'il était impossible de 
faire cette exploration en moins de quatre unités de temps. Ce qui nous donne un temps 
d'au moins 3k - 1 unités de temps pour cette configuration de départ. 

Pour la deuxième configuration, qui est montrée à la figure 5.6(b), les noeuds A, B, 
C, D et E peuvent être explorés en troisième phase. Les couples (A, D), (A, E), (B, D) 
et (B, E) ne peuvent pas être explorés en moins de cinq unités de temps. Si les agents 
explorent le couple (A, B), (A, C) ou bien (B, C), ils devront utiliser quatre unités de 
temps et se rencontrer au noeud r, ce qui ne permet pas de suivre avec une phase légère. 
De même que le couple (C, E), où la rencontre est au noeud R. 

Si les agents explorent le couple (C, D), ils devront le faire en trois unités de temps 
et se rencontrer au noeud r0. À partir du noeud r0, seuls les couples (B, F) et (E, F) 
peuvent être explorés en moins de cinq unités de temps. L'exploration de (B, F) prend 
quatre unités de temps et la rencontre se fait au noeud r0, qui ne permet pas une phase
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légère. S'ils explorent le couple (E, F), ils doivent le faire en trois unités de temps et se 
rencontrent au noeud r". Suite à cette phase, ils ne peuvent plus explorer deux noeuds 
en trois unités de temps et aucune exploration en quatres unités ne permet de suivre 
avec une phase légère. 

Il ne reste alors que le couple (D, E) pour l'exploration en troisième phase de cette 
deuxième configuration. Suite à cette exploration, on se retrouve dans la même confi-
guration que l'on peut voir à la figure 5.4. On peut utiliser l'induction décrite dans le 
lemme 5.9, en observant que l'on ne peut pas faire une exploration d'un seul noeud en 
deux unités de temps durant ces explorations, pour les phases suivantes jusqu'à l'avant-
dernière. La figure 5.7 montre la configuration que l'on obtient lors de l'avant-dernière 
phase. L'exploration du couple (G, B) prend quatre unités de temps et ne peut pas être 
suivie d'une phase légère. 

FIG. 5.7 - Tore 2 par k : Deuxième configuration, dernière phase 

Pour la troisième configuration, qui est montrée à la figure 5.6(c), les noeuds A, B, 
C, D et E peuvent être explorés en troisième phase. Les couples (A, D), (A, E), (B, D) 
et (B, E) ne peuvent être explorés en moins de cinq unités de temps. Si les agents 
explorent le couple (A, B) ou bien (A, C), ils devront utiliser quatre unités de temps et 
se rencontrer au noeud r, ce qui ne permet pas de suivre avec une phase légère. De même 
que le couple (B, C), où la rencontre est au noeud r'. 

Si les agents explorent le couple (C, D), ils doivent le faire en trois unités de temps et 
se retrouvent au noeud r". Deux actions sont ensuite possibles : l'exploration du couple 
(E, F) avec point de rencontre au noeud D et l'exploration en deux unités de temps 
du noeud E. S'ils explorent le couple (E, F), ils ne pourront plus explorer de noeud en 
moins de quatre unités de temps et, dans ce cas, ils ne pourront pas se positionner pour
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une phase légère. S'ils explorent le noeud E, ils se retrouvent dans une configuration 
identique à la figure 5.4. On peut utiliser l'induction décrite dans le lemme 5.9 pour 
les phases suivantes jusqu'à la dernière. Pour la dernière phase, on se retrouve avec 
exactement la même configuration qu'à la figure 5.5, mais nous avons montré dans le 
lemme 5.9 qu'il était impossible de faire cette exploration en moins de quatre unités de 
temps. Nous obtenons alors un temps d'an moins 3k - 1. 

0
FIG. 5.8 - Tore 2 par k Induction sur la troisième configuration 

Si les agents explorent le couple (C, E), ils doivent le faire en trois unités de temps et 
se rencontrent au noeud r". Suite à cette exploration, les agents ne peuvent qu'explorer 
les noeuds D, F et le nouveau noeud accessible. Ce qui nous donne la configuration 
montrée à la figure 5.8. Ils ne peuvent faire qu'une exploration de deux noeuds en trois 
unités de temps ou bien une exploration du noeud D en deux unités de temps. S'ils 
explorent le couple (F, C), qui doit se faire en trois unités de temps avec le noeud r 
comme point de rencontre, le noeud D devra être exploré à la phase suivante, sans quoi 
il sera isolé et ne pourra plus être exploré avec les types de phases admises. Cependant, si 
les agents explorent le noeud D avec un autre noeud durant la phase suivante, ils devront 
le faire en quatre unités de temps et ne pourront se positionner pour une phase légère. 
Si les agents explorent le noeud D avec deux unités de temps, ils se retrouvent dans une 
configuration identique à la figure 5.4. On peut utiliser l'induction décrite dans le lemme 
5.9 pour les phases suivantes jusqu'à la dernière. Pour la dernière phase, on se retrouve 
avec la même configuration qu'à la figure 5.5, mais nous avons montré dans le lemme 5.9 
qu'il est impossible de faire cette exploration en moins de quatre unités de temps. Nous 
obtenons alors un temps d'au moins 3k - 1. Une autre option possible est d'explorer le 
couple (D, C), qui doit être fait en trois unités de temps et les agents se rencontrent au 
noeud r. Ce qui donne la même configuration qu'à la phase précédente. Nous pouvons 
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continuer ainsi jusqu'à l'avant dernière phase. Si les agents n'explorent pas le noeud 
D, on se retrouvera avec la configuration montrée à la figure 5.9. À ce moment-ci, les 
agents peuvent explorer le couple (D, F) en trois unités de temps et poursuivre avec 
l'exploration du noeud H en trois unités de temps, ce qui donne un temps de 3k - 1. 
Une autre solution est d'explorer le noeud D en deux unités de temps et le couple (F, H) 
en quatre unités de temps. Ces deux solutions donnent un temps de 3k - 1 unités de 
temps.

FIG. 5.9 - Tore 2 par k : Troisième configuration, avant dernière phase 

Si les agents explorent le couple (D, E), ce qui doit se faire en trois unités de temps 
avec comme point de rencontre le noeud r", le noeud C devra être exploré à la phase 
suivante, sans quoi il sera isolé et ne pourra plus être exploré avec les types de phases 
admises. Cependant, si les agents explorent le noeud C avec un autre noeud durant la 
phase suivante, ils devront le faire en quatre unités de temps et ne pourront se positionner 
pour une phase légère. 

Finalement, si les agents explorent le noeud C en deux unités de temps, ils se re-
trouvent dans une configuration identique à la figure 5.4. On peut utiliser l'induction 
décrite dans le lemme 5.9 pour les phases suivantes jusqu'à la dernière. Pour la dernière 
phase, on se retrouve avec exactement la même configuration qu'à la figure 5.5, mais 
nous avons montré dans le lemme 5.9 qu'il était impossible de faire cette exploration en 
moins de quatre unités de temps. Donc nous obtenons un temps d'au moins 3k - 1. 

Pour la quatrième et la cinquième configuration, qui sont montrées à la fi-
gure 5.6(d) et 5.6(e), nous pouvons observer que si l'on enlève le point de départ de 
l'algorithme s, on peut obtenir la cinquième configuration à partir de la quatrième confi-
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guration à l'aide de symétrie. Par conséquent, nous n'allons analyser que la quatrième 
configuration et les résultats pourront être utilisé pour la cinquième configuration. 

FIG. 5.10 Tore 2 par k : Dernière phase pour les configurations 4,5 et 6 

Les noeuds A, B, C et D peuvent être explorés en troisième phase. Les couples (A, C) 
et (A, D) peuvent être explorés en quatre unités de temps et la rencontre se fait au noeud 
R, ce qui rend impossible une phase légère. De même pour les couples (A, B) et (B, C), 
où la rencontre est au noeud r. Le couple (B, D) ne peut pas être exploré en moins de 
cinq unités de temps. Il ne reste que le couple (C, D), qui doit être exploré en trois unités 
de temps avec le noeud r0 comme point de rencontre. Encore une fois, on se retrouve 
dans une configuration identique à la figure 5.4. On peut utiliser l'induction décrite dans 
le lemme 5.9 pour les phases suivantes jusqu'à la dernière. La dernière phase aura la 
configuration montrée à la figure 5.10, avec le noeud A restant à explorer. Les agents 
devront utiliser trois unités de temps pour explorer le dernier noeud, ce qui donne un 
temps d'au moins 3k - 1 pour l'algorithme. 

Pour la sixième configuration, qui est montré à la figure 5.6(f), les noeuds A, B, C 
et D peuvent être explorés en troisième phase. Si les agents explorent le couple (A, B) 
ou (A, C), ils doivent utiliser quatre unités de temps et se rencontrer au noeud r, où ils 

ne peuvent plus continuer avec une phase légère. De même pour le couple (C, D), où le 
point de rencontre est au noeud r". Les couples (A, D) et (B, D) ne peuvent pas être 
explorés en moins de cinq unités de temps. 

Si les agents explorent le noeud C en deux unités de temps, ils se retrouvent dans 
une situation où seuls les couples (A, B), (B, F) et (D, F) peut être explorés en moins 
de cinq unités de temps. Ils peuvent être explorés en quatre unités de temps, mais dans 
tout les cas le point de rencontre ne permet pas une phase légère.
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Finalement, les agents peuvent explorer le couple (B, C) en trois unités de temps et se 
rencontrer au noeud r'. Ils se retrouvent par symétrie dans une configuration identique 
à la figure 5.4. On peut utiliser l'induction décrite dans le lemme 5.9 pour les phases 
suivantes jusqu'à la dernière. La dernière phase aura la configuration montrée à la figure 
5.10, avec le noeud A restant à explorer. Les agents devront utiliser trois unités de 
temps pour explorer le dernier noeud, ce qui donne un temps d'au moins 3k - 1 pour 
l'algorithme.	 LI 

THÉORÈME 5.2. L'algorithme A qui explore le tore 2 par k en temps 3k-2 n'existe pas. 

Démonstration . Selon les lemmes 5.9 et 5.10, le temps minimal de 3k - 2 ne peut pas 
être atteint lorsque l'on explore trois ou quatre noeuds dans les deux premières phases. 
Pourtant selon la démonstration du théorème 5.1, si un algorithme explore le tore en 
temps 3k - 2, un de ces deux cas doit arriver.	 LI 

COROLLAIRE 5.1. Le temps requis pour un algorithme RTN dans un tore de grandeur 2 
par k est au moins de 3k - 1. 

ALGORITHME 5.1. Tore2k 
On suppose sans perte de généralité que s = x0. 

fourche(yo,xi); 
pour i:=làk-2faire 

marche(x); 
fourche(y,x+i); 

marche(xk_l); 
sonder(yk_l) 

THÉORÈME 5.3. L'algorithme Tore2k est optimal. 

Démonstration: La procédure fourche du départ prend deux unités de temps. Ensuite, 
chaque itération de la boucle prend trois unités de temps, une pour la marche vers le 
noeud adjacent et deux pour la fourche. La boucle fait k - 2 itérations. Ensuite, trois 
unités de temps sont utilisées, une pour la marche vers le noeud adjacent et deux autres 
pour sonder le dernier noeud à visiter. Ce qui donne un total de 2 + 3(k —2) + 3 = 3k - 1 
unités de temps. Selon le corollaire 5.1 notre algorithme est optimal.	 LI



Chapitre 6 

Résultats pour le tore de grandeur 
m par k 

On considère un tore de grandeur m par k, où m > 3 et rri k, défini comme suit 
T_— IV, E}oùV={(i3O),...,(i,k-1):i_—O, .... m-1},E--{{(i,j),((i+1),j)}:i= 
O, .... m—lAj = O,...,k-1}}U{{(i,j),(i,(j+1))} : j = O, .... m—lAj = O, .... k-1}, et 
un noeud s qui est le point de départ des deux agents. Les opérations arithmétiques sur 
l'indice j sont faites modulo m et les opérations arithmétiques sur l'indice j sont faites 
modulo k. 

Nous prouverons des bornes inférieures sur le temps de fonctionnement de n'importe 
quel algorithme RTN dans les tores ci-dessus et nous présenterons des algorithmes dont 
la performance est proche de ces bornes. Plus précisément pour les tores 3 par k notre 
algorithme sera optimal et dans le cas général nous présenterons un algorithme d'approxi-
mation avec taux 1.3 qui est asymptotiquement optimal lorsque la plus petite dimension 
du tore n'est pas bornée. 

LEMME 6.1. Une phase légère p ^ 2 ne peut pas être suivie d'une autre phase légère. 

Démonstration . Les noeuds d'un tore de grandeur m par k, où m > 3, ont un degré 
quatre. Lorsque le territoire connu est > 2, les noeuds ont au maximum trois noeuds 
adjacents inconnus. Pour qu'une phase légère soit possible, les agents doivent débuter 
la phase sur un noeud ayant au moins deux noeuds adjacents inconnus. Puisque nous 
n'avons qu'un maximum de trois noeuds inconnus au début d'une phase p > 2, deux 
phases légères consécutives sont impossibles.



Chapitre 6 : Résultats pour le tore de grandeur m par k	 59 

Un noeud j est ouvert à la phase p > 2, lorsque ce noeud j fait parti du territoire connu 
et qu'il n'est adjacent qu'à un seul noeud du territoire connu. Un segment d'exploration 
E(p) est défini comme toutes les phases d'un algorithme RTN jusqu'à la phase p. 

LEMME 6.2. Soit un segment d'exploration E(p), où p ^ 3. Il existe un segment d'ex-
ploration E(p) où la phase p ne débute pas sur un noeud ouvert et qui donne le même 
territoire connu, le même point de rencontre et le même temps que E(p). 

Démonstration . Soit j le point de rencontre à la phase p - 1. Il existe un noeud j 
adjacent au noeud i et qui est dans le territoire connu à la phase p - 1. Si le noeud j est 
ouvert, le dernier mouvement des agents à la phase p - 1 est une marche du noeud j à i. 
Supposons que dans le segment d'exploration E'(p) le point de rencontre à la phase p - 1 
est au noeud j et que les agents marchent de j vers j au début de la phase p. Toutes 
les autres actions effectuées à la phase p restent identiques dans E'(p). Si l'on compare 
E(p) et E'(p), la phase p - 1 prend une unité de temps en moins et la phase p en prend 
une de plus. Le point de rencontre à la phase p, le territoire connu et le nombre d'unités 
de temps utilisé sont identiques dans les deux segments d'explorations.	 LI 

Par la suite nous supposons, sans perte de généralité, que les phases p > 3 d'un 
algorithme RTN ne débutent pas sur un noeud ouvert. 

LEMME 6.3. Une phase légère p ^ 3 ne peut pas être suivie d'une phase n'explorant 
qu'un noeud et utilisant deux unités de temps. 

Démonstration : Soit une phase légère p 3 où le point de rencontre est le noeud j. Par 
notre supposition, le noeud j n'est pas ouvert à la phase p. Suite à la phase p, le noeud 
ï n'a plus de noeud adjacent inconnu, donc les agents ne peuvent pas explorer un noeud 
en deux unités de temps durant la phase p + 1.	 E 

Par le même raisonnement, on peut prononcer le lemme suivant 

LEMME 6.4. Une phase p > 3 explorant un noeud en deux unités de temps ne peut pas 
être suivie d'une phase légère. 

LEMME 6.5. La séquence des phases : [légère, normale, légèreJ est impossible à partir de 
la phase 

i) p > 2 si la première phase de l'algorithme est légère.



E 
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ii) p > 3 autrement. 

Démonstration . Si la première phase de l'algorithme est une phase légère, les deux 
agents débutent la deuxième phase sur un noeud qui n'est pas ouvert, autrement nous 
sommes à une phase p > 3 et les agents commencent sur un noeud n'étant pas ouvert. 
Supposons R le point de départ de la phase p, présenté à la figure 6.1. Pour permettre 
une phase légère à la phase p, R doit avoir deux noeuds adjacents inconnus : A et B 
Le point de rencontre de cette première phase est le noeud R. Rappelons qu'une phase 
normale est une phase explorant deux noeuds en trois unités de temps. Pour que la phase 

p +1 soit normale, les agents doivent se déplacer vers un même noeud ayant deux noeuds 
adjacents inconnus, C et D, et explorer ces noeuds. Supposons sans perte de généralité 
que ce noeud est le noeud A. La phase p + 2 débute sur un noeud n'ayant qu'un seul 
noeud adjacent inconnu E. Elle ne peut donc pas être légère. 

FIG. 6.1 - Tore ru par k : Séquence des phases légère, normale, légère 

LEMME 6.6. Soit x le nombre de phases p > 2 si la première phase de l'algorithme est 
légère et soit x le nombre de phases p > 3 autrement. Alors le temps d'exploration de 
ces x phases est au moins de 

i) l x unités de temps, si x modulo 6 = O 
ii) l x + unités de temps, si x modulo 6 = 1
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iii) l x - unités de temps, si x modulo 6 = 2 
iv) l x + 1 unités de temps, si x modulo 6 3 
y) x - unités de temps, si x modulo 6 = 4 
vi) l x + 1 unités de temps, si x modulo 6 = 5 

Démonstration . Considérons la suite des x phases, en utilisant le symbole 1 pour une 
phase légère, le symbole L pour une phase lourde et le symbole a pour une phase autre que 
légère. Subdivisons ces phases en séquences comprenant trois phases chacune. Rappelons 
qu'en vue du lemme 6. 1, une phase légère ne peut pas être suivie par une autre phase 
légère. Aussi, selon le lemme 6.5, la séquence des phases Iril est impossible. Nous ne 
pouvons donc avoir que les séquences de phases suivantes : aaa, laa, IL1, ala et aal. 

Par définition, une phase légère explore deux noeuds en deux unités de temps et 
une phase lourde explore deux noeuds en au moins quatre unités de temps. Pour les 
phases autre que légère, elles peuvent explorer soit un noeud, soit deux noeuds. Si cette 
phase explore deux noeuds, elle prend au moins trois unités de temps et le temps moyen 
d'exploration d'un noeud est d'au moins unités de temps. Si elle explore un seul noeud, 
elle prends au moins deux unités de temps et le temps moyen d'exploration d'un noeud 
est d'au moins 2 unités de temps, ce qui est pire que lorsqu'elle explore deux noeuds. 

Le temps moyen d'exploration d'un noeud pour la séquence aaa est d'au moins et 
d'au moins 1 pour tous les autres. Donc le temps moyen d'exploration d'un noeud pour 
toutes ces séquences est d'au moins 1 unités de temps. 

Cependant, nous avons vu que lorsqu'une phase a n'explore qu'un noeud, le temps 
moyen d'exploration d'un noeud ne peut pas être de 1 . Donc tous ces segments doivent 
explorer six noeuds pour avoir un temps moyen d'exploration d'un noeud d'au moins 

Le dernier segment S peut alors avoir de un à six noeuds restant à explorer, tout 
dépendant du reste de la division de x par six. 

Utilisons le symbole u pour une phase explorant un noeud, le symbole d pour une 
phase explorant deux noeuds, le symbole a pour une phase autre explorant un noeud 
en plus de deux unités de temps et le symbole ad pour une phase autre explorant deux 
noeuds. Gardons en vue les lemmes 6.3 et 6.4 qui indiquent qu'une phase légère ne peut 
pas être précédé ou suivie d'une phase explorant un noeud en deux unités de temps. 

S'il y a un ou deux noeuds dans le segment S, deux unités de temps au moins sont 
nécessaires pour l'exploration.
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S'il y a trois noeuds dans le segment S, nous pouvons effectuer les séquences : adu, 

uad , lan , al ou uuu. La séquence uuu prend au moins six unités de temps et les autres 
prennent au moins cinq unités de temps. 

S'il y a quatre noeuds dans le segment S, nous pouvons effectuer les séquences: adad, 
lad , adl , lau, adun, ala, uadu, ual ou uuad . Les séquences lad et adl prennent au 
moins cinq unités, la séquence adad prends au moins six unités de temps, les séquences 
lau, aduu, uadu, ual et uuad prennent au moins sept unités de temps et la séquence 
ala,, prends au moins huit unités de temps. 

Finalement s'il y a cinq noeuds dans le segment S, nous pouvons effectuer les sé-
quences : dadu, adla, dad, aduad, alad ou uadd. Les séquences dadu, dad et uadd 
prennent au moins sept unités de temps et les séquences adla, aduad et alad prennent 
au moins huit unités de temps. 

Le temps d'exploration pour toutes les phases p > 2 si la première phase de l'algo-
rithme est légère, p 3 autrement, est au moins de 

j) lx unités de temps, si x modulo 6 = O 
ii) (x -1) + 2 4 X + unités de temps, si z modulo 6 = 1 
iii) (x - 2) + 2 =	- unités de temps, si z modulo 6 = 2 
iv) (x-3)+5=x+1 unités de temps, six modulo 6=3 
y) (x - 4) + 5 = - unités de temps, si z modulo 6 4 
vi) 1 (x-5)+7=x+ unités de temps, six modulo 6=5

U 

THÉORÈME 6.1. Le temps requis pour un algorithme RTN dans un tore de grandeur m 
par k, ml m > 3 , m < k et n = rn x k, est au moins de 

j) in - 1 unités de temps, si n modulo 6 = O 
ii) in - unités de temps, si n modulo 6 = 1 
iii) in - unités de temps, si n modulo 6 = 2 
iv) in - 2 unités de temps, si n modulo 6 3 
v n unités de temps, si n modulo 6 = 4 
vi) in - unités de temps, si n modulo 6 = 5 

Démonstration : Le lemme 6.6 nous montre le temps minimal d'exploration pour toutes 
les phases p > 2 si la première phase de l'algorithme est légère, p 3 autrement. Dans le 
cas où nous avons p 3 phases, les deux premières phases peuvent explorer entre deux



Chapitre 6 Résultats pour le tore de grandeur m par k
	 63 

et quatre noeuds. Si nous n'explorons que deux noeuds, le temps moyen d'exploration 
d'un noeud sera supérieur à celui où la première phase est légère. Donc, nous ne prenons 
pas ce cas en considération. Le temps minimal pour explorer trois noeuds dans les deux 
premières phases est de quatre unités de temps. Le temps minimal pour explorer quatre 
noeuds dans les deux premières phases est de cinq unités de temps si on n'utilise pas 
de phase légère comme première phase. Le tableau 6.1 montre le temps minimal requis 
pour les différentes situations, le meilleur temps étant en caractère gras. 

n modulo 6 Première phase 
légère

Trois noeuds 
dans les deux 

premières phases

Quatre noeuds 
dans les deux 

premières phases 
n in _i 4	4 3  n 
1 1 
2 -	-- in _1 

4 4	L' 3	,3 n 
II 4 

n- 3
4 n 

4	S 
3	3

4	2 fli3 4

TAB. 6.1 - Borne inférieure sur tore de grandeur m par k

Lx 

ALGORITHME 6.1. Tore3k  
On suppose sans perte de généralité que s (1, 0). 

fourche((1, k - 1), (0, 0)); 
pour j := 0 à Ln/6] - 2 faire 

fourche((2, 2i),(1, 2ï + 1)); 
marche((1, 2i + 1)); 
fourche((2, 2i + 1), (1, 2i + 2)); 
fourche((0, 2i + 1), (0, 2i + 2)); 

si n modulo 6 = 3 alors 
fourche((2, k - 3),(1, k - 2)); 
marche((1,k-2)); 
fourche((2, k - 2),(1, k - 2)); 
marche((1, k - 1)); 
fourche((0, k - 1),(2, k - 1)); 
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autrement 
fourche((2, k - 2),(0, k - 1)); 
sonder((2,k— 1)); 

THÉORÈME 6.2. L'algorithme ToreSk est optimal. 

Démonstration La procédure fourche du départ prend deux unités de temps. Ensuite, 
chaque itération de la boucle prend huit unités de temps et explore six noeuds, ce qui 
donne un temps moyen de 1 unités de temps par noeud. 

Dans le cas où n modulo 6 = 3 on effectue après la boucle trois fourches et une marche 
ce qui prend huit unités de temps et explore six noeuds. Ce qui donne un temps moyen 
de 1 unités de temps par noeud. Nous explorons tous les noeuds sauf trois (les deux 
premiers et le point de départ), avec un temps moyen de 4 unités de temps par noeud, 
ce qui donne un total de (n -3) + 2 = n - 2 unités de temps. Dans les autres cas, 
c'est-à-dire lorsque n modulo 6 = 0, on effectue une fourche qui prend trois unités de 
temps et sonder le dernier noeud prend deux unités de temps, ce qui donne un total de 

- 6) + 2 + 5 = n - 1 unités de temps. Selon le théorème 6.1 notre algorithme est 
optimal.	 LI 

Nous présentons maintenant un algorithme qui résout le problème RTN pour tous les 
tores. Lorsque m > 2, on considère m modulo 3 et selon le résultat, différentes avenues 
sont utilisés. Lorsque le résultat du modulo est égal à 0, on divise le tore en sous-tores de 
grandeur 3 par k, et on exécute l'algorithme Tore3k sur chacun d'eux. Entre chaque sous-
tore, les agents explorent les noeuds pour se placer en position pour relancer l'algorithme 
Tore3k. Si le résultat du modulo est différent de 0, le tore est encore divisé en sous-tores, 
mais selon le résultat du modulo, le ou les derniers sous-tores seront de grandeur 2 par k. 
Si le résultat du modulo est de 1, les deux derniers sous-tores seront des tores de grandeur 
2 par k. Si le résultat du modulo est de 2, seulement le dernier tore sera de grandeur 
2 par k. Sur ces tores, on lance l'algorithme Tore2k. Si m = 1, on utilise l'algorithme 
Anneau. 

ALGORITHME 6.2. Tore 
On suppose sans perte de généralité que s = (1, 0). 

si in = 1 alors
Anneau
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autrement 
fourche((O, O),(1, k - 1)); 

cas où : in modulo 3 = O 
exploreTore( 1 ,O,m/3,O) 

cas où m modulo 3 = 1 
exploreTore(1,0,[m/3] - 1,2) 

cas où : m modulo 3 = 2 
exploreTore(1,0, [m/3] ,1) 

Dans la procédure suivante (i, j) est le noeud où les agents commencent la procédure, 
o est le nombre de sous-tores de grandeur 3 par k restant à explorer et p sert à déterminer 
le nombre de sous-tores de grandeur 2 par k à explorer. 

PROCEDURE 6.1. explore Tore (i,j, o,p)  

Les opérations arithmétiques sur l'indice j sont faites +k modulo k 

si o > 1 
pour q := O à [k/2] - 2 faire 

fourche((i + 1,j + 2q),(i,j + 2q + 1)); 
marche((i,j + 2q + 1)); 
fourche((i + 1,j + 2q + 1),(i,j + 2q + 2)); 
fourche((i - 1,j + 2q + 1),(i - 1,j + 2q + 2)); 

si k modulo 2 = 1 alors 
fourche ((i + 1,j - 3),(i,j —2)); 
marche((i,j - 2)); 
fourche((i + 1,j - 2),(i,j —2)); 
marche((i,j - 1)); 
fourche((i - 1,j - 1),(i + 1,j - 1)); 
si o> 1 ou bien p 74 O alors 

marche((i + 1,j - 1)); 
sonder ((i + 2,j —1)); 

autrement 
fourche ((i + 1,j - 2),(i + 1,j - 1)); 
si o> 1 ou bien p 74 O alors 

fourche((i - 1,j - 1),(i + 2,j —1)); 
autrement
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sonder ((i - 1,j - 1)); 
si o> 1 ou bien p	O alors 

marche((i + 2,j 1)); 
sonder((i + 3,j —1)); 
marche ((i + 3,j —1)); 
sonder ((i + 3,j —2)); 
exploreTore(i + 3,j - 1,0 - l,p);

autrement 
cas où : p = 2 

pourq:=1 àk-2 faire 
marche ((i,j - q)); 
fourche((i - 1,j - q),(i,j - q - 1)); 

marche((i,j + 1)); 
fourche((i - 1,j + 1),(i + 1,j + 1)); 
marche((i + 1,j + 1); 
sonder ((i+2,j + 1); 
marche((i + 2,j + 1); 
sonder((i + 2,j)); 
exploreTore(i + 2,j + 1,o,1); 

cas où : p = 1 
pour q: = 1 à k - 2 faire 

marche((i,j - q)); 
fourche((i - 1,j - q),(i,j - q - 1)); 

marche ((i,j + 1)); 
sonder((i - 1, j + 1 

THÉORÈME 6.3. L'algorithme Tore est asymptotiquement optimal lorsque sa plus petite 
dimension n'est pas bornée et dans le cas général il a un taux d'approximation 1.3 

Démonstration : Excluons le cas où m = 1, où nous savons que notre algorithme est 
optimal. Pour les autres cas, nous avons six situations différentes : lorsque m modulo 3 
donne un résultat de 0, 1 ou 2 et chacun de ces cas se divise en deux lorsque k est pair 
ou impair. 

Dans tous les cas, une fourche de deux unités de temps est utilisé avant de commencer 
la procédure récursive 6.1. Selon si si k est pair ou impair, la procédure principale qui est 
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effectuée lorsque o > 1 prends un temps différent. Cette procédure explore un sous-tore 
de grandeur 3 par / et les agents se place prêt pour l'exploration de prochain sous-tore, 
sauf lorsqu'il n'y a plus de sous-tore à explorer. Lorsque k est pair, cette procédure prend 
4k + 4 unités de temps et 4k - 3 unités de temps s'il n'y a plus de sous-tore à explorer. 
Si k est impair, elle prend 4k + 5 unités de temps et 4k - 4 unités de temps s'il n'y a 
plus de sous-tore à explorer. 

Lorsque rri modulo 3 donne un résultat de 2, la procédure principale, quand o > 1, 
est exécutée (m - 2)/3 fois et le cas où p = 1 est exécuté une fois. Ce cas prend 3k - 3 
unités de temps. Lorsque m modulo 3 donne un résultat de 1, la procédure principale, 
quand o > 1, est exécutée (ra - 1)/3 - 1 fois, le cas où p 2 est exécuté une fois et le 
cas où p = 1 est exécuté aussi une fois. Le cas où p = 2 prend 3k + 3 unités de temps. 
Finalement, lorsque m modulo 3 donne un résultat de O, la procédure principale, quand 
o > 1, est exécutée m/3 - 1 fois et une dernière fois avec le paramètre p = O. 

Le tableau 6.2 montre les différents temps possibles de l'algorithme lorsque m > 2. 

m mod 3 k mod 2 selon m et k 
O O 4mk+tm_5 

1 mk+m-7 
1 0 

1 
2 0 mk+k+m_h1 

1

TAB. 6.2 - Temps de l'algorithme Tore 

Lorsque m = 1, 2, 3, l'algorithme Tore est optimal, puisqu'il est équivalent aux algo-
rithmes Anneau, Tore2k et Tore3k respectivement. 

Lorsque ra > 4, l'algorithme Tore n'est pas optimal. Tout de même, nous allons 
montrer que sa performance est alors proche de l'optimale. 

Nous savons que m < k et que n mk, alors imk + m < in +	Lorsque le
résultat de m modulo 3 égal à O et que ra 4, la borne inférieure est au moins in - 2. 

Puisque lim	 = 1, l'algorithme est asymptotiquement optimal. 

Nous savons que ra < k et que k = . Le temps de fonctionnement de l'algorithme 
Tore est toujours au plus in + k +m	n + 3k = n + 3. Considérons une famille 
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de tores m(n) par k(n) tels que m(n) k(n) = n, m(n)	k(n), avec m(n) non-borné, 

c'est-à-dire limnœ m(n) = oc. Puisque dans ce cas lim,0	= 1, l'algorithme
Tore est asymptotiquement optimal si m(n) est non-borné. 

Dans le cas général nous allons montrer que l'algorithme Tore a un taux d'approxi-
mation de 1.3. 

La proportion du temps de fonctionnement de l'algorithme Tore par rapport à la borne 
inférieure est une fonction décroissante des paramètres k et m. Puisque nous savons que 
notre algorithme est optimal pour m = 1, 2, 3, dans chaque cas nous devons utiliser le 
plus petit m > 4 pour évaluer le taux d'approximation de notre algorithme. Aussi, nous 
savons que rri < k. Le tableau 6.3 montre le taux d'approximation dans chaque cas. Le 
maximum est donc 1.3, ce qui devient le taux d'approximation de l'algorithme Tore. 

[m_mod 3 k mod 2 m k différence avec la borne inférieur en pire cas 

U U U U
tnk+m-5 - 51 

4	-- 5 n-1	47 

1 6 7 mk+m-7 - 
i n-1	55 

1 0 4 4 - 

4 =1	 L2 

2 0 5 = 39 

1 5 6 - - in-1	 39

TAB. 6.3 - Algorithme Tore : Différence avec la borne inférieur en pire cas

u 
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Conclusion 

Nous avons présenté des algorithmes qui résolvent le problème de recherche de trou 
noir dans les réseaux informatiques avec la topologie de tore. Pour les anneaux, les tores 
de grandeur 2 par k et les tores de grandeur . 3 par k, nous avons trouvé des algorithmes 
optimaux. Dans le cas général nous présentons un algorithme d'approximation avec taux 
1.3 qui est asymptotiquement optimal lorsque la plus petite dimension du tore n'est pas 
bornée. Le temps de fonctionnement de tous ces algorithmes est linéaire selon le nombre 
de noeuds. 

Il serait intéressant de savoir quel est l'écart exact entre la performance de notre al-
gorithme et la performance optimale. Le problème de trouver l'algorithme RTN optimal 
pour un tore arbitraire reste aussi ouvert. Il serait également intéressant de trouver des 
algorithmes pour d'autres topologies couramment utilisées dans les réseaux informa-
tiques. Des variantes du problème RTN avec un nombre plus grand d'agents et de trous 
noirs seraient aussi importants à étudier.



Code de anneau.java 

• Ce programme utilise la programmation dynamique pour trouver 

• le temps minimal l'exploration des anneaux jusqu'à 8 noeuds à 

• l'aide d'agents mobiles. Il génère des tableaux en format LaTeX. 
* 

* @author Eric Vachon 

import java.util.*; 

class anneau{ 

public static int size	9; 

public static long tab[] [] = new longEsize] [(int)Math.ceil((size-1)/2.0)] 

public static String tabWay[] [] = new StringEsize] [(int)Math.ceil((size-1)/2.0)] 

public static boolean added[] [] = new booleanEsize] [(int)Math.ceil((size-1)/2.0)] 

public static void main(String args[]){ 

for(int i = 1; i < size; i++){ 
for(int j = O; j < Math.ceil((size-1)/2.0); j++){ 

tab[i] [j] = Integer.MAXVALUE; 

added[i] [j] = false; 

} 

} 
tab[1][0]	O; 

tabWay[1][0] = new 

added[O] [O] = true; 

showtabO; 

added[O][O] = f alse;; 
for(int i = 1; i < size - 1; i++){ 

for(int j = O; j < ( int)Math.ceil((size-1)/2.0); j-H-){



if(Math.ceil(i/2.0) - 1 > j){ 
System. out .println('\\begin{itemize}'); 

System.out.println("\\item {\\bf Tests pour l'état ( + I + ",' + j + 

System. out . printin ( n \\begin{itemize}'); 
if(i != 1){ 
for(int k = O; k < (int)Math.ceil((size-1)/2.0); k++){ 

if(k < Math.ceil((i+1)/2.0)){ 

System.out.print("\\item Ajout d'un noeud supplémentaire 

System.out.print('(' + (j+1) + ",' + k + ") = 

if(tab[i+11 [k] == Integer.MALVALUE){ 
System.out .print($\\infty$"); 

}else{ 
System.out.print(tab[i+1] [k]); 

} 
long tempi	tab[i][j] + j + 2 + Math.abs(k-1); 

if(tab[i+1] [k] > templ){ 

System.out.println(" > " + templ + ' {\\bf  change}); 

tabWay[i+1] [k]	new String("("+i+","+j+)" ); 

tab[i+1][k] = tempi; 

added[i+1] [k] = true; 

}else{ 

System.out.println(' $\\leq$ " + tempi + Il {\\bf garde}"); 

I 
} 

} 
}else{ 

System.out.print(\\item Ajout d'un noeud supplémentaire 

System.out.print('(" + (1+1) + "," + O + ") = $\\in±ty$"); 
System.out.println(" > ' + 2 + Il {\\bf change}"); 
tabWay[2][0] = new String((1,0)); 

tab[2][0] = 2; 

added[2] [O] = true; 

I 
if(i < size - 2){ 
for(int k = O; k < (int)Math.ceil((size-i)/2.0); k++){ 

if(k < Math.ceil((i+2)/2.0)){ 
System.out.print(\\item Ajout de deux noeuds supplémentaires 

System.out.print("(' + (i+2) + '," + k + ") = 

if(tab[i+21 [k] == Integer.MAX_VALUE){ 

System. out .print($\\in ±ty$"); 

}else{ 
System.out.print(tab[i+21 [k]); 

I 
long temp2 = tab[i][j] + I + 1 + Math.abs(k-(j+1)); 

if(tab[i+2] [k] > temp2){ 
System.out.println(' > " + temp2 + " {\\bf  change}"); 

tabWay[i +2] [k] = new String(" ("+1+", "+j+") ") 
tab[i+2] [k] = temp2; 

added[i+2] [k] = true; 

}else{ 
System.out.println(' $\\leq$ Il + temp2 + Il {\\bf garde}');
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} 
} 

} 
} 
System. out .println("\\end {itemize}); 
showtabO; 
System.out .println('\\end {itemize}'); 

}else{ 
tab[i][j] = -1; 

} 
} 

} 
showtabO; 

} 

public static void showtabO{ 

boolean 0k = false; 

for(int i	1; j < size; i++){ 

for(int j	O; j < Math.ceil((size-1)/2.0); j++){ 

if(added[i][j]) ok = true; 

} 

} 
if(ok){ 

//System.out .println("\\begin {table} [h]'); 

//System.out.println("\\centering'); 

System.out .println("\\begin{center}"); 

System. out .print(	\\begin{tabular}{ 111); 
for(int j = O; j < Math.ceil((size-1)/2.0); ii-+){ 

System.out.print("Il"); 

} 
System.out.println("I}"); 
System.out.println("	\\hline "); 

System.out.print("	H); 

for(int i = O; i < Math.ceil((size-1)/2.0); i++){ 

System.out.print("& " + i + " 

} 
System.out.println("\\\\"); 

System. out .println("	\\hline \\hline'); 

for(int i = 1; i < size; i++){ 

System.out.print("	"); 
System.out.print(i + " 

for(int j = O; j < Math.ceil((size-1)/2.0); j++){ 

if(j >= ((i+1)12)){ 
System.out.print(" - 

}else if(tab[i] [j] == -1 II tab[i] [j] == Integer.MAX_VALTJE){ 
System.out.print(" $\\iufty$ 

}else{ 

if(added[i] [j]){ 

added[i] [j] = false; 

System.out.print(" \\boldmath$" + tab[i] [j] + "$ " ) 

}else{
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rw 

System.out.print(' $fl + tab[i] [j] + $	) 

} 

} 
if(j ! Math.ceil((size-1)/2.0) - 1 ){ 

System.out.print("&"); 

} 

} 
System. out .println("\\\\'); 

System.out.println("	\\hline'); 

} 
System.out.println(" \\end{tabular}"); 

Systeru. out .println("\\end{center}'); 

//System.out .println("\\end{table}'); 

} 

}

1
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