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Résumé

Ce mémoire propose une étude complète de l'exploration optimale d'un arbre enraciné

par un essaim d'agents mobiles. L'arbre est connu. L'essaim dispose d'un nombre illimité

d'agents qui commencent tous dans le même n÷ud (la racine) et se déplacent de façon

synchrone. Les agents doivent visiter l'arbre le plus rapidement possible. Ils ont une

restriction : à chaque ronde, il doit y avoir au maximum une distance de d entre les

agents les plus éloignés les uns des autres. Le travail consiste à construire un algorithme

optimal d'exploration et à faire trois preuves : la preuve de l'exactitude de l'algorithme, la

preuve de son temps d'exécution et la preuve de l'optimalité. D'autre part nous montrons

que tous nos algorithmes peuvent être adaptés à la situation où le nombre d'agents est

égal au nombre de feuilles de l'arbre. Nous construisons aussi un simulateur qui illustre

le fonctionnement de l'algorithme.



Abstract

Optimal tree exploration by a swarm of mobile agents

This text presents a complete study of the optimal exploration of a rooted tree by

a swarm of mobile agents. Full knowledge of the tree is assumed. The swarm has an

unlimited number of mobile agents starting at the same node (the tree root) and tra-

veling synchronously. These agents must visit the tree as fast as possible. They have a

restriction : in each round, there is a maximum distance of d between the agents that

are the farthest apart. Our goal is to construct an optimal algorithm, prove its correct-

ness, its time complexity and prove that the algorithm is optimal. We show that all our

algorithms can be adapted to the scenario where the number of agents is equal to the

number of leaves of the tree. We also built a simulator illustrating how the algorithm

works.



Chapitre 1

Introduction

La chute constante du coût du matériel informatique et sa miniaturisation permettent

l'utilisation d'une grande quantité de composantes. En même temps que la décroissance

des coûts, la complexité des systèmes informatiques et des réseaux augmente. L'explo-

ration des réseaux de plus en plus complexes doit demeurer rapide et e�cace. D'où

l'importance d'étudier et de comprendre les limites de l'exploration de ces réseaux.

Une façon d'explorer ces réseaux est avec des agents mobiles. Des agents mobiles

logiciels sont de petites applications dans un système à architecture distribuée qui servent

à e�ectuer diverses tâches comme la détection de pannes. Dans un contexte di�érent,

en nanotechnologie et en intelligence arti�cielle, des agents mobiles robots peuvent être

utilisés pour explorer des réseaux (physiques) et devoir le faire le plus rapidement possible

ou e�cacement. Nous pouvons penser par exemple, à l'exploration du système sanguin

par des nano-robots.

L'exploration peut concerner soit des réseaux modélisés par des graphes ou des ter-

rains. Dans les graphes, les systèmes informatiques ou les appareils mobiles sont repré-

sentés par des n÷uds et les connections qui les relient sont représentées par des arêtes.

Les agents mobiles sont parfois appelés � robots �.

Les modèles d'exploration des réseaux peuvent varier à di�érents niveaux. Voici trois

axes principaux et des exemples de caractéristiques possibles pour chacune :
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� Les topologies : des graphes dirigés ou non-dirigés, des arbres, des lignes, des

graphes généraux.

� La façon d'explorer : le nombre d'agents (un seul, deux, un groupe), les conditions

internes (la capacité des robots comme la mémoire et la vision), les conditions ex-

ternes (le mode de communication, les contraintes sur le positionnement des agents,

la synchronie).

� L'objectif de l'exploration : la faisabilité (dans les cas avec des contraintes),

l'optimalité (par rapport au temps d'exploration, au nombre de traversées d'arêtes,

à la mémoire utilisée, au nombre d'agents).

L'exploration des graphes par un seul agent est un sujet de recherche qui a été abordé

par plusieurs auteurs [18, 4, 3, 19, 17, 27, 25, 26, 15, 1, 20, 16]. Dans certains travaux,

les robots disposent de marqueurs [18, 4] pour explorer un graphe inconnu. Les robots

pouvaient alors déposer des marqueurs aux n÷uds. Dans un autre cas, le robot devait

explorer un graphe par portions [3] et revenir au point de départ avant de poursuivre

l'exploration comme s'il devait aller à un point de ravitaillement. Une autre situation

qui a été étudiée est un robot qui peut parcourir une certaine distance à partir du

n÷ud de départ mais devait revenir à la source avant de poursuivre l'exploration comme

s'il était attaché par une corde [19]. L'optimalité en terme du nombre de traversées

d'arêtes a été étudiée pour l'exploration par un seul robot des graphes fortement connexes

[15, 1, 20]. Un des travaux sur l'exploration de graphes a été fait pour comprendre la

limite de la mémoire [17]. L'exploration avec deux robots des graphes dirigés inconnus

[5] et l'exploration des arbres avec un groupe d'agents [22, 24] ont aussi été étudiés.

Dans un des travaux avec un groupe d'agents, l'objectif était de trouver le nombre

minimal de robots faibles pour explorer un arbre [22]. Un autre avait pour but d'optimiser

l'exploration avec di�érents scénarios de communication [24]. Le temps d'exploration

était alors calculé par rapport au nombre d'agents.

1.0.1 Le modèle et le problème

Un essaim d'agents mobiles est un regroupement d'un grand nombre d'agents mobiles

qui ne peuvent pas s'éloigner les uns des autres à une distance plus grande qu'une

borne prévue d'avance. Aucun travail n'a été fait concernant l'optimisation du temps

d'exploration d'un graphe avec un essaim d'agents mobiles. Nous avons choisi d'étudier
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la question suivante : Quel est le temps minimal pour l'exploration d'un réseau avec un

nombre su�samment grand d'agents mobiles ? Les agents sont synchrones et ils débutent

tous dans la racine de l'arbre. Nous mesurons le temps en nombre de rondes. À chaque

ronde, chaque agent peut traverser une arête pour se rendre dans un n÷ud adjacent ou

ne rien faire. Nous ne tenons pas compte du temps du calcul local, seulement du temps

de déplacement des agents. Nous restreignons le type de graphes à des arbres qui sont

connus d'avance par les agents. Nous imposons une restriction sur la distance entre les

agents les plus éloignés les uns des autres dans l'essaim. Cette distance d est mesurée en

nombre d'arêtes. Autrement dit, à chaque ronde les agents peuvent se trouver n'importe

où dans le graphe, à l'intérieur d'une certaine borne d. Une des raisons pour garder une

distance maximale entre les agents peut être la nécessité de maintenir la communication

entre eux (par exemple, sans �l) en tout temps.

1.0.2 Les résultats

Ce mémoire présente des algorithmes optimaux pour deux cas : d pair et d impair. Ils

sont placés dans ce document en ordre de complexité de compréhension. Pour d pair, nous

faisons d'abord d = 0, d = 2 et ensuite le cas général d pair. Pour d impair, nous faisons

d'abord d = 1 puis le cas général d impair. L'algorithme pour d pair, ExploreEssaimPair,

peut être utilisé pour d = 2, à la place de ExploreEssaim2. L'algorithme pour d impair,

ExploreEssaimImpair, peut être utilisé pour d = 1. Puisque les cas spéci�ques d = 2 et

d = 1 sont plus simples à expliquer et à prouver, nous en faisons des sections séparées,

préliminaires à la généralisation d pair et d impair.

Lorsque d = 0, l'exploration par l'essaim est équivalent à l'exploration par un seul

agent. Pour n'importe quel algorithme d'exploration d'un arbre avec un essaim et d =

0, nous avons démontré que 2(n − 1) − h rondes est la borne inférieure où n est le

nombre de n÷uds de l'arbre et h, la hauteur de l'arbre. L'algorithme trouvé pour d = 0,

Explore1Agent, fait l'exploration en 2(n− 1)− h rondes, donc il est optimal.

Pour d = 2, nous avons démontré que 2(n−F )−h rondes est la borne inférieure pour

parcourir un arbre où F est le nombre de feuilles de l'arbre. L'algorithme trouvé pour

d = 2, ExploreEssaim2, fait l'exploration en 2(n− F )− h rondes, donc il est optimal.
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Le niveau d'un n÷ud est calculé ainsi :

ν(ni) = le niveau d'un n÷ud ni
nj est le �ls de ni dont le niveau est le plus grand

ν(ni) =

 0 si ni est une feuille

ν(nj) + 1 si ni est un n÷ud interne

Pour d pair, nous avons démontré que 2(n−H−1)−h+d rondes est la borne inférieure

pour parcourir un arbre où H est le nombre de n÷uds de l'arbre dont la hauteur est

plus petite ou égale à d/2. L'algorithme trouvé pour d pair, ExploreEssaimPair, fait

l'exploration en 2(n−H − 1)− h+ d rondes, donc il est optimal.

Un arbre T ′ est formé à partir d'un arbre T en coupant tous les n÷uds de niveau

inférieur à bd/2c ainsi que leurs arêtes adjacentes. Pour d impair, nous avons démontré

que ρ+ 2n′ −m′ − h′ − 1 est la borne inférieure pour parcourir un arbre où ρ = bd/2c,
n′ le nombre de n÷uds de l'arbre T ′, m′ le nombre de feuilles de T ′ et h′ la hauteur

de T ′. L'algorithme trouvé pour d impair, ExploreEssaimImpair, fait l'exploration en

ρ+ 2n′ −m′ − h′ − 1 rondes, donc il est optimal.

Le tableau 1.1 résume les résultats obtenus pour chacune des valeurs de d.

Distance Algorithme Temps Borne inférieure
maximale (d) d'exécution

0 Explore1Agent 2(n− 1)− h 2(n− 1)− h
2 ExploreEssaim2 2(n− F )− h 2(n− F )− h

pair ExploreEssaimPair 2(n−H − 1)− h+ d 2(n−H − 1)− h+ d
impair ExploreEssaimImpair ρ+ 2n′ −m′ − h′ − 1 ρ+ 2n′ −m′ − h′ − 1

Table 1.1 � Sommaire des résultats pour chacun des algorithmes du projet de mémoire
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État des connaissances

L'exploration par des agents mobiles ou des robots est un sujet qui touche di�érents

domaines de recherche en informatique. La �gure 2.1 est un arbre qui sert à illustrer où

se situe ce mémoire par rapport à certains domaines et sujets connexes. La racine de

l'arbre, � Exploration par des agents mobiles ou robots �, est le sujet général. La feuille

la plus à droite représente le sujet de ce mémoire ; l'exploration dans les graphes par un

essaim d'agents mobiles synchrones. Les domaines les plus éloignés de notre sujet qui

seront abordés sont la sécurité des agents mobiles et les essaims de robots en intelligence

arti�cielle.

L'état des connaissances se fera de gauche à droite selon cet arbre de classi�cation.

Il débute par la feuille la plus éloignée, à l'extrémité gauche, pour ensuite descendre

l'arbre vers la droite et rejoindre le sujet de ce mémoire. En premier lieu, il sera question

de la sécurité des agents mobiles suivi de l'intelligence d'essaim (les essaims de robots

en intelligence arti�cielle), puis, l'exploration dans les terrains et l'exploration dans les

graphes. L'exploration des graphes sera subdivisée en plusieurs parties : l'exploration par

un seul agent, l'exploration par plusieurs agents (des agents ou des robots asynchrones

et synchrones). Pour les graphes, il y aura aussi la description de quelques travaux

concernant la tolérance aux pannes, les trous noirs et les n÷uds fautifs.
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Exploration par des agents mobiles ou robots

Sécurité des
agents mobiles

Essaim de
robots (IA)

Tolérance aux pannes,

trous noirs et noeuds

fautifs

Agents asynchrones Agents synchrones

Terrains

Algorithmique

Graphes

Un seul agent

Système multi-agent

Table 2.1 � La classi�cation des domaines et sujets de recherche concernant l'explora-
tion par des robots ou des agents mobiles.

2.1 La sécurité des agents mobiles

Un agent correspond souvent à un petit logiciel qui peut agir de façon autonome. Il

peut avoir di�érentes habiletés et fonctionnalités qu'il utilise pour accomplir des tâches

spéci�ques. Ce terme a été utilisé originellement en intelligence arti�cielle et est main-

tenant répandu dans tous les domaines de l'informatique.

Un agent est dit � intelligent � s'il peut agir de façon autonome sans intervention

humaine directe et s'il possède une certaine �exibilité pour réagir à des changements

dans son environnement. Un agent est quali�é de � social � lorsqu'il peut interagir avec

d'autres agents et il est dit � mobile � lorsqu'il peut se déplacer d'un hôte à l'autre.

Une des applications des agents mobiles est de réduire la congestion dans les réseaux.



Chapitre 2 : État des connaissances 7

Cette mobilité les rend vulnérables aux attaques des hôtes et des autres agents. Certains

auteurs ce sont intéressés à la sécurité de ces agents mobiles [34, 9].

Voici quelques exemples de problèmes de sécurité décrits dans le travail de Borselius

[9] :

� l'observation ou la manipulation du code ou des données d'un agent

� le contrôle du �ot de données (incluant la route d'un agent)

� une mauvaise exécution du code (incluant la ré-exécution), entièrement ou en partie

� la modi�cation de l'identité d'un hôte

� l'écoute ou la modi�cation des communications d'un agent

� la falsi�cation des valeurs de retour

Il y a deux types d'attaques possibles impliquant des agents mobiles : une attaque

de l'hôte par des agents et une attaque des agents par l'hôte. Les agents mobiles et

les systèmes multi-agent présentent plus de risques que les agents non-mobiles et ils

sont plus di�ciles à protéger. Pour les agents mobiles, la di�culté est accrue à cause

des trous noirs. Ils peuvent détruire complètement l'agent sans laisser de traces. Les

systèmes mutli-agent sont aussi di�ciles à protéger parce que dans de tels systèmes,

un agent ne peut résoudre un problème sans aide, en général, il n'y a pas de contrôle

centralisé/global, les données sont décentralisées et les calculs sont asynchrones. Pour

chacune de ces caractéristiques, il peut y avoir des problèmes de sécurité di�érents à

considérer, ce qui complique la tâche de protection des agents.

La sécurité a un coût. Plus nous voulons de sécurité, plus le coût est élevé. Toutes les

solutions demandent des ressources additionnelles et de la communication supplémen-

taire.

Les mécanismes de sécurité doivent être dynamiques. Ils doivent pouvoir s'adapter si

les besoins des systèmes changent. Les besoins de sécurité d'un système à l'autre peuvent

varier.
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Sander et Tschudin [34] ont démontré qu'il est possible de protéger le travail des

agents sans la présence d'équipement résistant au tra�que (� tamper resistant hardware

�). Leur approche est uniquement logicielle. Ils ont fait la preuve qu'il est possible de faire

le chi�rement de fonctions de sorte qu'elles sont protégées de l'hôte sur lequel s'exécute

le code. Ils ont suggéré le terme � cryptographie mobile � pour ce domaine de recherche

en pleine croissance. Leur solution est un pas de plus vers une solution générale à la

sécurité des agents mobiles.

2.2 L'intelligence arti�cielle et l'intelligence d'essaim

Dans cette section, nous parlons des solutions heuristiques en intelligence arti�cielle,

c'est-à-dire une classe d'algorithmes où on ne s'intéresse pas à l'optimisation de la per-

formance mais plutôt aux résultats pratiques.

2.2.1 La simulation

En robotique, la simulation est utile pour visualiser et mieux comprendre le compor-

tement des robots. En intelligence d'essaim (� swarm intelligence �), il existe cinq com-

portements populaires que les robots peuvent adopter lorsqu'ils e�ectuent des tâches

collectives : (1) bouger aléatoirement, (2) posséder une carte de l'environnement, (3)

posséder une carte de l'environnement mais seulement dans un rayon limité, (4) com-

muniquer les informations sur l'environnement seulement lorsqu'ils se rencontrent et (5)

utiliser des phéromones, des interactions locales et la � stigmergie �.

Ces cinq comportements ne sont pas faciles à comprendre lorsqu'ils sont décrits en

théorie seulement. Tinham et Menezes [36] ont conçu des simulations avec l'application

StarLogo a�n d'en faciliter l'explication aux étudiants. Ils ont utilisé le problème d'un

essaim de robots qui doivent trouver la sortie d'un labyrinthe inconnu. Leur simulateur

pourrait aussi être utilisé, éventuellement, pour comparer les résultats et savoir quel

comportement est plus adapté à quelle situation.
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2.2.2 La dispersion

Un des buts de la robotique d'essaims est de faire collaborer un grand nombre de

minuscules robots a�n qu'ils e�ectuent des tâches complexes qu'un seul robot ne pour-

rait pas accomplir. Avant d'accomplir une tâche collective, parfois les robots doivent se

disperser. Après la dispersion, ils peuvent e�ectuer en collaboration des tâches comme :

le calcul d'une distance, le calcul du chemin le plus court entre deux points, la recherche

d'un point d'engorgement, la production d'une carte ou la recherche d'un intrus. Parfois,

la dispersion est dans une portion limitée de l'environnement mais il peut aussi s'agir

d'occuper tout l'espace.

Hsiang et al. [28] ont trouvé des algorithmes pour que les robots se dispersent le plus

rapidement possible dans un environnement. L'environnement qu'ils ont utilisé est po-

lygonal et inconnu. Ils ont expliqué l'importance d'étudier les algorithmes de dispersion

avec de tels environnements, irréguliers, complexes pour re�éter le mieux possible la

réalité. L'environnement avec lequel ils ont travaillé est composé de pixels et modélisé

par un sous-ensemble connexe d'une grille à coordonnées entières. Les robots peuvent

bouger horizontalement et verticalement. Il peut y avoir un seul robot par pixel. La

communication et la détection sont locales et les robots ont une mémoire limitée, de

grandeur constante. Lorsque les robots pénètrent dans l'environnement, ils le font par

une porte. Cette porte est représentée par un pixel et il peut y avoir plusieurs portes

dans le même environnement.

Pour un environnement avec une seule porte, ils ont proposé deux algorithmes : Depth-

First Leader-Follower (DFLF) et Breadth-First Leader-Follower (BFLF). Le temps pour

remplir toute la région pour ces deux algorithmes est de 2A− 1 où A est le nombre de

pixels. Le temps total parcouru par tous les robots est inférieur avec le BFLF.

Un ratio compétitif (ou le surplus) est :

Le maximum des ratios A(D)
Opt(D)

où A(D) est le coût de l'algorithme A pour des données

D et Opt(D) est le coût de l'algorithme clairvoyant (qui connaît tout).
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Un des objectifs lors de la dispersion des robots avec un environnement à portes

multiples est de maintenir un �ot de robots qui sortent du plus grand nombre de portes

possibles. Un problème rencontré est que les robots ont tendance à bloquer le passage aux

autres. Ils ont quand même réussi à trouver une stratégie avec l'algorithme pour portes

multiples : Laminar Flow Leader-Follower (LFLF). Il est O(log(K + 1))−compétitif et

la borne inférieure est de Ω(log(K+1))−compétitif où K est le nombre de portes. Leurs

travaux incluent aussi un simulateur en Java pour l'implémentation de leurs algorithmes.

2.3 L'exploration des terrains

Plusieurs chercheurs ont étudié l'exploration par des agents mobiles ou des robots

dans le contexte géométrique. L'environnement est alors appelé terrain. Ce terrain peut

être connu d'avance ou inconnu, avoir des obstacles ou non. Lorsque le terrain est connu,

les robots possèdent une carte du terrain décrivant les distances.

2.3.1 Les critères et les catégories

Les algorithmes non-heuristiques forment une classe spéciale d'algorithmes qui sont

� corrects �, c'est-à-dire qui terminent toujours les opérations avec succès et dont il

est possible de mesurer la performance. Plusieurs algorithmes non-heuristiques pour

l'exploration des terrains inconnus sont décrits dans une étude réalisée par Nageswara

et al. [30].

Les problèmes qui retiennent le plus l'attention des chercheurs sont : trouver des

méthodes qui garantissent la performance et prouver leur exactitude lorsque le terrain

est inconnu. Ils ont divisé les algorithmes en 3 catégories : (1) ceux qui sont exacts

mais où on ne s'intéresse pas à la performance, (2) ceux où on s'intéresse à la borne

sur la distance parcourue ou le ratio par rapport au chemin le plus court et (3) les

automates �nis modélisant des agents avec une mémoire limitée. Pour la classi�cation

des algorithmes, ils ont utilisé deux critères importants : l'objectif général et le système

sensoriel des robots. Chacun de ces critères a des subdivisions :

1. Objectif général
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(a) Classe A : la garantie que l'exploration se fait entièrement, que l'objectif est

atteint (par exemple, sortir d'un labyrinthe)

(b) Classe B : l'optimisation des paramètres (par exemple, l'optimisation de la

distance parcourue)

(c) Classe C : une capacité de calcul limitée (par exemple, exploration par un

automate �ni)

2. Système sensoriel

(a) Tactile

(b) Visibilité (continue ou discrète)

Une vision continue, c'est lorsque le robot peut observer pendant son trajet. Une

vision discrète, c'est lorsque le robot e�ectue une opération spéci�que pour observer en

un temps donné. Le nombre de fois où le robot peut voir doit être déterminé.

2.3.2 Les obstacles

Les obstacles et le terrain peuvent avoir certaines particularités de la forme et l'orien-

tation. Dans le travail de Blum et al. [7], il est question de l'exploration d'un terrain

inconnu avec trois di�érents types d'obstacles. Un robot débute à un point de départ, ex-

plore et traverse le terrain en contournant les obstacles et termine en un point d'arrivée.

Ces trois types d'obstacles sont :

� rectangulaires et alignés avec les axes

� rectangulaires avec orientation générale

� convexes en 2D et 3D

L'analyse des résultats se fait par le ratio de la distance parcourue par la distance du

chemin le plus court. La plupart de leurs algorithmes sont optimaux à une constante

près.
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Ils ont décrit deux grandes classes de problèmes :

� Le problème du mur (� The Wall Problem �) : lorsque le point d'arrivée est sur

une ligne verticale in�nie et que les obstacles sont rectangulaires et orientés avec

les axes.

� Le problème de la chambre (� The room Problem �) : le terrain est carré, les

obstacles sont rectangulaires et orientés avec les axes, le point de départ se trouve

sur un mur et le point d'arrivée, exactement au centre du terrain.

Berman et al.[6] ont résolu le problème ouvert suivant : pour le problème de la chambre,

trouver si un algorithme aléatoire est meilleur qu'un algorithme déterministe. Ils ont

trouvé un algorithme aléatoire dont la performance est légèrement supérieure à celle du

déterministe déjà trouvé. Un robot doit se rendre à une cible en traversant une région

inconnue contenant des obstacles rectangulaires alignés avec les axes. L'algorithme a un

ratio compétitif de O(n4/9 log n) où n est la distance euclidienne entre la source et le

point d'arrivée.

Ils ont utilisé le même algorithme aléatoire pour le problème du mur qui est lui aussi

meilleur qu'un algorithme déterministe (O(n4/9 log n)-compétitif). En utilisant la même

technique, pour la navigation en 3D avec un algorithme aléatoire, cela donne un algo-

rithme O(n2/3−ε)-compétitif tandis que la borne inférieure pour le ratio compétitif d'un

algorithme déterministe est de Ω(n2/3).

Un autre type de problème dans un terrain avec obstacles est celui de la � galerie

d'art � (� Gallery Tour �). Le début de l'exploration se fait par une entrée, ensuite,

il faut parcourir le terrain dans le but de visualiser tout l'environnement et quitter

par une sortie. Tous les points du périmètre des murs et des obstacles doivent pouvoir

être observés à partir d'au moins une position du robot pendant le trajet. L'algorithme

Greedy-Online est la solution trouvée par Deng et al. [14] à ce problème. Un robot est

placé dans une pièce inconnue et seuls deux points sont connus : l'entrée et la sortie.

Ce travail est considéré comme la suite de ce qui avait été fait pour les graphes dirigés

inconnus mais dans le modèle géométrique.
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2.3.3 Le problème du rendez-vous

Un rendez-vous est la rencontre entre deux ou plusieurs robots en un même point

dans le but d'échanger de l'information. Il peut se faire dans les terrains ou dans les

graphes. Le problème du rendez-vous en robotique a été abordé par Roy et Dudek [33].

Deux robots hétérogènes, asynchrones explorent un environnement inconnu et peuvent

communiquer que s'ils se rencontrent. Ils doivent produire une carte de l'environnement.

Pour que l'exploration soit plus rapide qu'avec un seul robot, ils doivent se rencontrer et

combiner l'information. Le point de rencontre doit être déterminé avant le rendez-vous.

La di�culté est de choisir un point de rencontre �able dans l'environnement inconnu.

Ils ont présenté deux stratégies de rendez-vous. La plus simple, celle qui est utilisée

s'il n'y a pas de bruit (les senseurs), se fait en 4 étapes :

1. Explorer l'environnement ;

2. Trouver des bons points pour le rendez-vous ;

3. Choisir un point de rencontre ;

4. Se rendre au point de rencontre.

Ils ont présenté une autre stratégie de rendez-vous avec deux algorithmes : un déter-

ministe et un probabiliste. L'algorithme probabiliste ne détermine pas à l'avance l'ordre

des points de rencontre mais génère les probabilités qu'un point de rencontre soit vi-

sité pour un certain rendez-vous. L'algorithme déterministe créé la liste de toutes les

combinaisons possibles de points de rencontre et spéci�e dans quel ordre ils doivent être

visités.

Leur travail contient aussi une partie de simulation avec de vrais robots où ils testent

di�érentes stratégies de rendez-vous. Ce qui est intéressant de constater c'est qu'au-

cune stratégie n'est tout à fait bonne ou mauvaise. Cela dépend des facteurs et des

circonstances. Même un algorithme exponentiel peut donner en pratique les meilleurs

résultats. C'est le cas par exemple, en absence de synchronie et lorsqu'il n'y a pas de

bruit (senseur).
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2.3.4 Des robots faibles et le problème du rassemblement

Les robots ou les agents mobiles peuvent avoir di�érentes habiletés mais ils peuvent

aussi être � faibles �. La faiblesse des robots se mesure par l'absence d'habileté. Voici des

exemples de faiblesse : l'amnésie (lorsque les robots n'ont aucune mémoire), lorsque les

robots sont asynchrones, la décentralisation, l'anonymat et l'absence de communication.

En pratique, l'utilité d'avoir des robots faibles c'est qu'ils sont peu coûteux et peuvent

être produits en grande quantité.

Cieliebak et al. [10] ont réussi à trouver une façon de rassembler des robots faibles

(le problème de � gathering �) en un seul point. Les seules habiletés de leurs robots

est la détection de la multiplicité et la vision illimitée. La détection de la multiplicité

c'est-à-dire lorsqu'un robot peut savoir s'il y a un seul ou plusieurs robots en un point

et la vision illimité c'est lorsqu'un robot observe l'environnement, il le voit au complet.

Grâce à leur solution, à partir de n'importe quelle con�guration de départ, des robots

mobiles faibles (autonomes, asynchrones, décentralisés, anonymes, sans communication,

amnésiques et déterministes) peuvent se rassembler en un point dans le plan lorsque

le nombre de robots est supérieur ou égal à 5. D'autres solutions ont déjà été trouvées

[2, 11, 23, 31, 35]. Par exemple, lorsque :

� le nombre de robots est 3 ou 4,

� les robots ont une habileté supplémentaire comme la synchronie, un système de

coordonnées commun ou des con�gurations de départ particulières,

� les robots doivent converger vers un même point (sans nécessairement l'atteindre

en un temps �ni).

L'idée de l'algorithme pour plus de 5 robots est qu'en tout temps, il n'y a qu'un seul

point où il y a plus d'un robot. Au départ, tous les robots sont séparés. Le point de

rencontre est calculé par la suite.

Flocchini et al. [23] ont repris le même problème et ont présenté une solution pour des

robots avec une vision limitée. Les robots sont faibles et asynchrones mais ont tout de

même une habileté utile : ils ont un sens de l'orientation commun.
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L'idée de base de l'algorithme est de faire bouger les robots pour qu'ils se rencontrent

où est situé le robot le plus à droite et le plus en bas possible.

L'idée de l'algorithme :

� Si un robot en voit d'autres à gauche ou au dessus de lui, il ne bouge pas.

� Si un robot voit des robots en bas seulement, il avance à la verticale jusqu'à l'axe

horizontale du robot le plus près.

� Si un robot voit des robots à droite seulement, il avance sur l'axe horizontale jusqu'à

l'axe verticale du robot le plus près.

� Si un robot voit des robots en dessous et à droite, il calcule la position d'un point

(en bas et à droite) et s'y rend.

Les robots doivent demeurer connectés en tout temps par rapport à leur vision, sinon,

le rassemblement est impossible.

Un de ces auteurs, Prencipe [32], a prouvé que sans détection de multiplicité, il est

impossible de rassembler des robots faibles. À ce moment, les robots sont vraiment faibles

et n'ont aucune habileté particulière. Ils sont : amnésiques, anonymes, asynchrones, ne

peuvent communiquer. Tout ce que peut faire un robot c'est un � cycle � : analyser (en

observant l'environnement), calculer, se déplacer et rester inactif. Les robots peuvent

savoir où se situent leurs voisins mais n'ont pas une vision illimitée et ils exécutent le

même algorithme. Cette tâche ne peut être accomplie dans ces circonstances.

2.4 L'exploration des graphes

L'exploration des terrains inconnus et des graphes inconnus sont semblables mais

présentent certains dé�s di�érents. Prenons par exemple la recherche dans un labyrinthe.

Dans un graphe, elle est représentée par un graphe planaire. Dans un terrain, il y a

une di�érence majeure qui facilite l'exploration : il est possible de s'orienter avec un

compas, de distinguer le nord, le sud, l'est et l'ouest. Des auteurs ont prouvé [8] que

trois automates ne peuvent explorer tous les graphes planaires cubiques.
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Un des problèmes d'exploration d'un graphe est celui du � voyageur canadien �. La

carte du graphe est disponible mais certaines routes (arêtes) sont impraticables (dues à

une chute de neige, par exemple) et il n'est pas possible de le savoir à l'avance. Il est

possible de savoir si une route (arête) est barrée seulement lorsque le n÷ud adjacent à

cette arête est visité. Ce problème est PSPACE-complet ce qui veut dire très di�cile à

calculer [30].

2.4.1 Tolérance aux pannes, trous noirs et n÷uds fautifs

Un trou noir est un processus situé dans un n÷ud qui détruit tout, le code de l'agent

mobile inclus, sans laisser de traces. Pour la sécurité des agents et des hôtes, il est

important de pouvoir les localiser. Localiser les trous noirs et le faire e�cacement sont des

questions sur lesquels se sont penché Czyzowicz et al. [13, 12]. Leurs travaux concernent

la localisation d'un trou noir le plus rapidement possible (ou la conclusion qu'il n'y en a

aucun).

Le nombre minimum d'agents pour détecter un trou noir est deux. Les agents débutent

dans le même n÷ud, qui est garantit être sans trou noir. Les agents sont partiellement

synchrones c'est-à-dire qu'il y a une borne supérieure sur le temps d'exploration d'un

n÷ud. Ceci est réaliste car en pratique, les réseaux sont rarement totalement asyn-

chrones. Les agents peuvent communiquer seulement quand ils se rencontrent.

La localisation d'un trou noir ne peut se faire en l'absence totale de synchronie parce

que si l'agent n'a pas de réponse de l'autre agent, il ne peut savoir si c'est à cause d'une

connexion lente ou parce qu'il s'est fait détruire par un trou noir.

L'approximation est une façon de mesurer la complexité des algorithmes. Il s'agit

du rapport entre le temps d'un algorithme sur la borne inférieure pour ce problème.

Czyzowicz et al. [12] ont démontré que le problème de trouver un trou noir le plus

rapidement possible avec deux agents est NP-Di�cile et ils ont produit un schéma de

recherche au plus 9.3 fois plus lent que le schéma le plus rapide pour des entrées données.

Il s'agit d'une approximation de 9.3. Un schéma est une séquence de traversées d'arêtes.
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Ce même groupe de chercheurs [13] ont produit un BHS-scheme (Black-Hole-Search-

scheme) le plus rapide possible pour toutes les lignes. L'algorithme � Bushy-Tree �

produit un BHS-scheme le plus rapide pour n'importe quel arbre dense. Un arbre dense

est un arbre dont les n÷uds internes ont au moins deux enfants.

L'algorithme qu'ils ont présenté pour un arbre, � Tree �, accomplit un rapport de 5
3
.

Un rapport de 5
3
veut dire que cela se fait en au plus 5

3
du temps le plus court possible.

Deux agents ne sont pas su�sants pour détecter plus d'un trou noir. Il y a aussi une

contrainte de connectivité pour que la localisation de tous les trous noirs soit faisable.

Dans le cas d'un seul trou noir, la connectivité doit être 2 (� 2-connexe �). La �gure 2.1

représente un graphe 2-connexe. Si on enlève un seul n÷ud (et les arêtes adjacentes), le

graphe demeure connexe. Si on enlève 2 n÷uds, il est possible de déconnecter le graphe

(en enlevant les n÷uds 3 et 4, par exemple).

1 3 5

642

Figure 2.1 � Un graphe 2-connexe

Deux de ces auteurs, Markou et Pelc [29], ont travaillé sur un problème semblable

mais au lieu de trous noirs, il s'agissait de n÷uds fautifs dans une ligne et dans un

arbre. Dans ce scénario, les n÷uds ne détruisent pas les agents mais ne les laissent pas

passer. La contribution majeure de leur recherche est d'avoir prouvé que les stratégies

d'exploration naturelles sont performantes avec des arbres où il y a des pannes. Ils ont

donné un algorithme parfaitement compétitif pour une ligne et un algorithme avec un

surplus de 9
8
pour un arbre. Un algorithme est parfaitement compétitif si le surplus est

le plus petit possible pour un scénario donné.
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2.5 L'exploration par un seul agent

L'exploration des graphes par rapport à l'exploration des terrains est parfois plus

di�cile (voir section 2.4) mais présente tout de même des avantages comme l'élimination

de la nécessité de mesurer (géométrie) et la réduction des erreurs de positionnement des

robots.

2.5.1 Les marqueurs

L'exploration avec marqueurs est une technique importante de l'exploration des graphes

et est utilisée lorsque les n÷uds sont anonymes. Un marqueur est un jeton qu'un agent

peut laisser dans un n÷ud pour qu'un agent, possiblement le même, puisse l'observer

durant une visite ultérieure de ce n÷ud. Cette approche permet d'identi�er les n÷uds

pour briser la symétrie et permettre l'exploration ou accroître l'e�cacité.

Dudek et al. [18] ont étudié la situation où un robot qui dispose de marqueurs doit

traverser un graphe inconnu. Le robot doit aussi produire une carte de l'environnement.

Ils étudient seulement les graphes sans cycles ≤ 2. Les arêtes sont numérotées localement

dans le sens des aiguilles d'une montre. Sans marqueurs, il est impossible d'explorer les

graphes réguliers car les sommets sont identiques et ne peuvent être distingués les uns

des autres. Si le robot connaît la borne supérieure sur le nombre de marqueurs, cela est

plus facile et la complexité est inférieure. L'algorithme a une meilleure performance s'il

peut y avoir plus d'un marqueur. Par contre, les marqueurs peuvent être réutilisés alors

il n'y a pas d'avantages à en avoir plus d'une dizaine. Il y a une grande amélioration

de la performance entre 1 et 5 marqueurs, une petite amélioration entre 5 et 10 et une

amélioration négligeable avec plus de 10 marqueurs.

L'algorithme qu'ils ont trouvé fonctionne en temps polynomial et ils l'ont mesuré de

deux façons : (1) en étapes mécaniques, c'est-à-dire traverser le graphe, placer et prendre

les marqueurs et (2) en étapes électroniques, les opérations sur les structures de données.

Ce problème a été repris par Bender et al. [4] mais pour un graphe dirigé. Ils ont

trouvé un algorithme pour l'exploration d'un graphe dirigé inconnu, non-étiqueté. Ce
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graphe est fortement connexe et les arêtes sortantes d'un n÷ud sont numérotées de 1 à

d, où d est le degré du n÷ud. Un robot débute dans un n÷ud arbitraire. Après un certain

nombre d'étapes, il doit produire une carte. Sans marqueur, il est impossible de le faire.

Si le robot connaît la borne supérieure sur le nombre de n÷uds, il peut e�cacement

apprendre le graphe avec un seul marqueur. Ω(log log n) marqueurs sont nécessaires et

su�sants si le robot ne connaît pas la borne supérieure sur le nombre de n÷uds où n

est le nombre de n÷uds. Le temps d'exploration de l'algorithme est O(b · 2n6d2) si b, la

borne supérieure sur le nombre de n÷uds, est connue.

Un exemple d'applications de ce type d'algorithme est l'obtention d'une carte d'un

réseau ; une portion d'Internet, un réseau local, un système d'égouts, une grotte ou un ré-

seau pour appareils mobiles. Aucune application pratique ne peut utiliser ces algorithmes

directement parce qu'ils sont trop lents mais ils peuvent être utiles pour certaines situa-

tions particulières. Entre autre, lorsque les liens sont unidirectionnels ou dans un réseau

où les n÷uds ne peuvent être distingués facilement. Pour être utilisable en pratique, un

algorithme avec une complexité inférieure est nécessaire.

2.5.2 L'exploration des graphes par portions

Une autre technique importante et utile de l'exploration des graphes est celle de l'ex-

ploration � par portions � (� piecemeal �). L'exploration se fait alors sur une plus petite

partie du graphe à la fois. La contrainte d'explorer par portions peut se faire parce qu'il

y a une limite sur le nombre d'arêtes à traverser à chaque phase d'une durée limitée,

par exemple. Ces limites peuvent être imposées pour une raison d'énergie ; un robot qui

doit revenir à la base pour recharger ses piles. Ce genre de robots pourraient être utilisés

pour explorer des endroits où il est dangereux pour l'humain de s'aventurer comme à

l'intérieur d'un volcan, un site d'enfouissement ou la surface d'une autre planète.

Awerbuch et al. [3] ont présenté le modèle suivant : un robot doit apprendre un nouvel

environnement par portions et revenir au point de départ après chaque étape comme à un

point de ravitaillement. L'environnement est un graphe non-dirigé arbitraire et inconnu

du robot. Le robot peut distinguer les arêtes et les n÷uds visités de ceux non-visités.
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Dans cet article, ils ont démontré qu'un robot peut explorer n'importe quelle portion de

graphe non-dirigé en temps presque linéaire, O(E+V 1+O(1)). À ce moment, le problème

était encore ouvert de prouver si cela pouvait se faire en temps linéaire.

L'algorithme de recherche en profondeur (DFS - Depth First Search) peut faire l'ex-

ploration des graphes connexes non-dirigés en temps linéaire lorsque les n÷uds sont

étiquetés. Avec un graphe dirigé fortement connexe, G = (V,E), et des n÷uds étiquetés,

un algorithme de recherche vorace (� Greedy Search Algorithm �) peut le faire en temps

O(|V | · |E|). Ce temps peut même être amélioré avec certaines techniques. Ce qui pose

une plus grande di�culté que le fait que les graphes soient dirigés, c'est l'identité des

n÷uds. Si les n÷uds sont non-étiquetés, c'est plus di�cile. [1, 4]

Duncan et al. [19] ont présenté un algorithme optimal à une constante près pour un

problème semblable. Il s'agit de l'exploration d'un graphe inconnu avec un robot attaché

par une corde. Le robot explore le graphe par portion en revenant périodiquement au

point de départ. L'algorithme fonctionne en temps linéaire O(E) si la longueur de la

corde est de (1 + α)r, où α est une constante positive et r, le rayon du graphe (la

distance entre le n÷ud le plus éloigné et le n÷ud de départ). S'il s'agit d'un réservoir

d'essence au lieu d'une corde, le résultat est semblable, la complexité est la même et la

grosseur du réservoir est de 2(1 + α)r. Il est possible de le faire sans connaître r, mais

à ce moment, à mesure que le graphe est découvert, si le rayon est plus grand que celui

estimé, il faut pouvoir permettre à la corde de s'allonger ou au réservoir de grossir.

2.5.3 L'optimisation de la mémoire

L'exploration des graphes par des agents mobiles avec le moins de mémoire possible

est pratique car la plupart des agents sont petits, peu sophistiqués. Diks et al. [17] se

sont intéressés au problème de l'exploration d'un arbre inconnu avec le moins de mé-

moire possible pour ces 3 situations :

� l'exploration perpétuelle : où le robot explore le graphe mais n'a pas besoin de s'ar-

rêter ;
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� l'exploration avec arrêt (sans retour) : le robot doit s'arrêter à un certain moment

après l'exploration ;

� l'exploration avec arrêt dans le n÷ud de départ (avec retour) : le robot doit s'arrêter

dans le n÷ud de départ après l'exploration.

Ils ont trouvé un algorithme pour la situation la plus di�cile, où le robot doit s'arrêter

au n÷ud de départ après l'exploration, et qui le fait avec O(log2 n) bits de mémoire. Ce

résultat a été par la suite amélioré dans [27]. Ils ont trouvé les bornes supérieures et

inférieures pour chacune de ces tâches :

Exploration Borne supérieure Borne inférieure
Perpétuelle O(log ∆) bits dlog ∆e bits
Sans Retour O(log ∆ + logm) bits Ω(log log log n) bits
Avec Retour O(log2 n) bits Ω(log n) bits

Table 2.2 � Sommaire des résultats des travaux de Diks et al. [17]

∆ = le degré maximum des n÷uds de l'arbre

m = borne supérieure sur le nombre de n÷uds

n = nombre de n÷uds de l'arbre

Gasieniec et al. [27] ont a�rmé que si on peut identi�er les n÷uds, DFS est la façon

la plus rapide d'explorer un arbre. Ils ont expliqué aussi que si les n÷uds n'ont pas

d'identi�cateurs, il doit y avoir une possibilité de distinguer les ports localement, sinon,

un agent ne peut faire la di�érence entre celui qu'il a visité précédemment de celui qu'il

doit visiter. Dans leur travail, les ports peuvent être distingués mais ils sont allés encore

plus loin en ne les identi�ant pas explicitement. Ils sont ordonnés de façon circulaire mais

les numéros ne sont pas connus. De cette façon, la présence d'un cycle peut empêcher

l'exploration. Ils restreignent donc la sorte de graphes à des arbres.

L'algorithme d'exploration avec retour trouvé (LogExploration) pour tout arbre d'au

plus n n÷uds utilise O(log n) bits de mémoire. Ce qui correspond à la borne inférieure

prouvée antérieurement. L'arbre est non-orienté, l'agent ne connaît pas le graphe, ni sa

grandeur. Ce qui prend le plus de mémoire, la di�culté majeure, c'est de savoir si l'arbre

a été entièrement exploré sans connaître sa grandeur.
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Deux chercheurs, Fraigniaud et Ilcinkas [25], ont travaillé sur un problème semblable :

l'exploration d'un graphe dirigé avec peu de mémoire. Le graphe est inconnu et les ports

sont étiquetés localement. Ils ont présenté deux modèles di�érents : avec un robot et

avec un agent. Le robot dispose de marqueurs tandis que l'agent dispose d'un tableau

blanc (� whiteboard �) à chaque n÷ud où il peut écrire de l'information. L'identi�cateur

du port par lequel l'agent quitte le n÷ud et de l'information au sujet du n÷ud est le

type d'information que l'agent écrit sur un tableau blanc. Un marqueur est l'équivalent

d'un tableau blanc de 1 bit.

Pour le modèle du robot : ils ont fait la preuve que Ω(n log d) bits de mémoire sont né-

cessaires pour l'exploration perpétuelle (sans arrêt) d'un graphe dirigé fortement connexe

à n n÷uds de degré maximal d. Ils ont présenté un algorithme qui utilise O(n · d log n)

bits de mémoire et utilise un seul marqueur. Celui-ci est pour une exploration avec arrêt

et il a un temps exponentiel. La preuve avait déjà été faite que pour qu'un algorithme

fonctionne en temps polynomial dans ces conditions, il faut au minimum Ω(log log n)

marqueurs. Ils ont présenté un autre algorithme avec un temps polynomial, qui utilise

O(n2d log n) bits de mémoire et O(log log n) marqueurs. Cet algorithme est donc optimal

pour le nombre de marqueurs.

Pour le modèle de l'agent : ils ont fait l'observation qu'un agent amnésique ne peut

explorer un graphe avec arrêt et font la preuve que l'exploration avec arrêt ne peut se

faire avec une mémoire de zéro bits. Ils ont montré aussi qu'un agent peut explorer avec

arrêt en utilisant un tableau blanc de O(log d) bits à chaque n÷ud. L'algorithme DFS

accompli l'exploration avec retour et arrêt au n÷ud de départ avec O(1) bits de mémoire

et des tableaux blancs à chaque n÷ud de O(log d) bits de mémoire.

Un rapport compétitif c'est le ratio compétitif maximisé pour tout graphe et tout

n÷ud. Pour battre le rapport compétitif de 2 du DFS, il faut beaucoup d'information

sur le graphe, ce qui n'est pas réaliste en pratique. Fraigniaud et al. [26] ont réussi à le

faire avec un montant minimal d'information en utilisant un oracle. Un oracle fournit à

l'agent un nombre limité de bits d'information sur l'arbre. Ils ont trouvé un algorithme

qui bat le rapport compétitif de 2 et qui utilise un oracle de grandeur O(log logD), où

D est le diamètre de l'arbre.
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2.5.4 L'optimisation de l'exploration

Deng et Papadimitriou [15] ont travaillé sur le problème d'optimiser l'exploration en

mesurant le nombre de traversées d'arêtes. Le problème est le suivant : un robot doit

explorer un graphe inconnu fortement connexe et produire une carte. Les n÷uds sont

reconnus s'ils sont visités pour la deuxième fois. Le but de leur travail est de minimiser

le ratio, c'est-à-dire, le nombre d'arêtes traversées par l'algorithme comparé au nombre

optimal d'arêtes traversées (lorsque le graphe est connu).

Un graphe eulérien est un graphe qui contient un cycle eulérien. Un cycle eulérien

est un chemin qui parcourt chaque arête une seule fois. La dé�cience d'un graphe est le

nombre d'arêtes qu'il faut ajouter à un graphe pour qu'il devienne eulérien.

Le résultat principal de leur travail est un algorithme qui accomplit un ratio borné

lorsque la dé�cience est bornée mais ce ratio est exponentiel, 3(d + 1)2d+1 où d est la

dé�cience du graphe. Ils ont démontré que lorsque l'information partielle à propos du

graphe est disponible, minimiser le pire ratio est PSPACE-complet.

Pour les graphes non-dirigés, DFS est la meilleure solution avec un ratio de compé-

titivité de 2, et il est optimal. Le problème est plus di�cile pour les graphes dirigés

fortement connexes. Des chercheurs ont travaillé sur ce type de graphes [1, 20] où un

robot doit construire une carte d'un environnement inconnu. À tout moment, le robot

connaît tous les n÷uds visités et il peut les reconnaître s'il sont visités pour une deuxième

fois. Albers et Henzinger [1] ont trouvé un algorithme qui améliore la borne supérieure

prouvés par Deng et Papadimitiou [15] dO(d)m, où d est la dé�cience du graphe et m, le

nombre d'arêtes. La nouvelle borne supérieure est donc dO(log d)m. Un autre des résultats

de leur recherche est la preuve que pour les algorithmes Greedy, DFS et BFS, il existe

un graphe de dé�cience d qui nécessite 2Ω(d) traversées d'arêtes.

Fleischer et Trippen [20] sont les premiers à avoir trouvé un algorithme avec un ratio

polynomial par rapport à la dé�cience du graphe. L'algorithme utilise au plus O(d8m)

traversées d'arêtes.
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Dessmark et Pelc [16] ont repris le même problème (l'optimalité de l'exploration d'un

graphe inconnu) sous un angle di�érent. Un agent doit traverser tous les n÷uds et toutes

les arêtes. Le graphe est connexe et non-dirigé. L'agent doit utiliser le moins de traver-

sées d'arêtes possible. Ils s'intéressent à 3 scénarios :

� n'avoir aucune information sur le graphe ;

� avoir une carte isomorphique du graphe (� unanchored map �), c'est-à-dire une

carte qui décrit pour chacun des n÷uds quel port mène à quel voisin ;

� avoir une carte avec le n÷ud du départ marqué (� anchored map �).

Les n÷uds sont distincts et les ports numérotés (de 1 à deg(v), v étant le n÷ud).

Une des contributions est l'établissement des bornes inférieures pour démontrer que les

algorithmes trouvés sont optimaux. Voici les résultats des algorithmes pour les 3 classes

de graphes (lignes, arbres et graphes généraux) :

Sans carte Carte isomorphique Carte avec un
n÷ud marqué

Lignes (DFS) surplus = 2 surplus =
√

3 surplus = 7/5
Arbres (DFS) surplus = 2 surplus < 2 surplus = 3/2

(borne inférieure =
√

3)
Graphes généraux (DFS) surplus = 2 (DFS) surplus = 2 (DFS) surplus = 2

Table 2.3 � Sommaire des résultats de Dessmark et Pelc [16]

2.6 Les systèmes multi-agent

2.6.1 Les agents asynchrones

Une autre façon d'optimiser l'exploration des graphes est de le faire avec plusieurs

agents. Deux auteurs, Bender et Slonim [5], ont étudié l'exploration avec deux robots

coopérants. En même temps que l'exploration, les robots tracent une carte du graphe.

Ils ont prouvé que deux robots coopérants peuvent explorer n'importe quel graphe dirigé
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fortement connexe de n÷uds non-étiquetés en temps polynomial. Chaque n÷ud a des

arêtes sortantes numérotées de 0 à d−1 (où d est le nombre d'arêtes sortantes à ce n÷ud).

Les robots peuvent reconnaître s'ils sont dans le même n÷ud. Ils peuvent communiquer

par radio en tout temps. Cette communication radio est utilisée pour synchroniser les

actions des robots même si les robots sont considérés comme étant asynchrones. Pour

des robots synchrones, cette communication radio peut être remplacée par une chaîne

de caractères aléatoire de longueur polynomiale qu'ils partagent.

Le fait que les robots soient asynchrones est une di�culté. Flocchini et al. [21] ont

étudié une situation où en plus d'être asynchrones, les robots sont amnésiques et ne

peuvent communiquer. Leur seule habileté est une vision illimitée. Ils doivent explorer

un anneau non-orienté où les n÷uds sont non-étiquetés. Pour e�ectuer l'exploration, les

robots fonctionnent par cycle. Un cycle comprend 3 actions : l'observation de l'environ-

nement, le calcul et le déplacement. En un temps �ni, tout le graphe doit être exploré

et les robots doivent tous s'arrêter. On a prouvé que O(log n) robots sont requis pour

explorer un anneau de grandeur n. Lorsque n est arbitrairement grand, Ω(log n) sont

nécessaires. n et k doivent être co-premiers ; aucune solution n'existe si k divise n, k

étant le nombre de robots.

Les même chercheurs ont repris le problème [22] mais pour l'exploration des arbres.

Ils ont voulu trouver la grandeur minimale d'un groupe de robots permettant de ré-

soudre ce problème. Comme précédemment, les robots sont amnésiques, asynchrones,

ont une vision illimitée et ne peuvent communiquer. L'arbre est inconnu, non-orienté,

non-étiqueté. Au départ, il ne doit pas y avoir plus d'un robot par n÷ud. L'idée de la

solution est de créer une mémoire arti�cielle en codant la con�guration des robots pour

qu'ils puissent savoir quels n÷uds ont été visités.

Ils ont fait la preuve que pour certains arbres à n n÷uds, il est parfois nécessaire

d'avoir Ω(n) robots, même si le degré maximal des n÷uds est 4. Pour un degré maximal

de 3, Θ( logn
log logn

) robots sont requis et su�sants pour l'exploration. Une grande di�culté

est la symétrie d'un arbre. Ils ont expliqué aussi que s'il n'y a aucun automorphisme non-

trivial, alors 4 robots sont toujours su�sants et parfois nécessaires. Un automorphisme

est un isomorphisme de l'ensemble de n÷uds en lui-même. De façon moins formelle : un

arbre possédant un automorphisme non-identique a une certaine symétrie.
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2.6.2 Les agents synchrones

La synchronie des agents lors de l'exploration est un avantage. Cela facilite la coor-

dination des déplacements des agents. C'est le type d'agents qui sont utilisés dans ce

mémoire. Fraigniaud et al. ont utilisé des agents synchrones dans [24]. Le problème est

semblable à celui de ce mémoire : les agents font l'exploration d'arbres. Dans [24], il y a

trois scénarios di�érents pour la communication :

1. Lecture-écriture : les robots communiquent en lisant et écrivant des messages aux

n÷uds ;

2. Globale : tous les robots communiquent à chaque ronde ;

3. Aucune : les robots ne peuvent pas communiquer.

Les robots sont initialement situés dans la racine de l'arbre. Ils doivent le parcourir le

plus rapidement possible en minimisant le temps. Le temps est calculé ainsi : lorsqu'un

robot traverse une arête, cela prend une unité de temps. Le temps total est celui du

robot qui a pris le nombre d'unités de temps maximales parmi tous les robots. Les ro-

bots ne sont pas anonymes, ils ont des identi�cateurs distincts et ils exécutent le même

algorithme. Les n÷uds ne sont pas étiquetés et les ports sont étiquetés localement seule-

ment. Un robot qui traverse une arête connaît l'étiquette du port aux deux extrémités

de l'arête.

Pour trouver une façon optimale de parcourir un arbre, même si l'arbre et le n÷ud de

départ sont connus, est un problème NP-di�cile.

Si les robots ne peuvent pas communiquer, il n'y a aucun avantages à avoir plusieurs

robots pour l'exploration et le surplus est de Ω(k) (où k est le nombre de robots).

C'est le même résultat que pour un seul robot. Avec la communication omniprésente,

le surplus est de O( k
log k

). L'algorithme qu'ils ont trouvé travaille en temps O(D + n
log k

)

pour tout arbre à n n÷uds et de diamètre D. Ils ont fait la preuve que n'importe quel

algorithme d'exploration avec plusieurs agents a un surplus d'au moins 2 − 1
k
. Avec

une communication de type lecture-écriture, l'algorithme qu'ils ont présenté travaille en

temps O(D + n
log k

) et le surplus est de O( k
log k

).
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Ce mémoire aborde un sujet qui se rapproche de deux des problèmes ouverts de l'ar-

ticle précédent en présentant des algorithmes optimaux en terme de temps d'exécution

pour l'exploration d'arbres avec un essaim d'agents mobiles. Le nombre d'agents mo-

biles disponibles est su�samment grand, ils ont une communication omniprésente mais

la borne de l'essaim, c'est-à-dire la distance entre les agents les plus éloignés, est limitée

et dé�nie (d). La borne supérieure et la borne inférieure sur la grandeur de l'essaim (le

nombre d'agents) sont des questions ouvertes.



Chapitre 3

Exploration d'un arbre

3.1 Terminologie et notation

Dans cette section nous présentons quelques dé�nitions qui seront utilisées dans les

sections suivantes (de 3.2 à 3.6).

Arbre : Un arbre est un graphe connexe sans cycle et non-orienté.

Arbre enraciné : Un arbre enraciné est un arbre où un unique n÷ud est désigné

comme la racine r.

Feuille : Une feuille est un n÷ud de degré 1 de l'arbre enraciné, di�érent de la racine.

(Si la racine est de degré 1, on ne la considère pas comme une feuille.)

La profondeur d'une feuille : La profondeur d'une feuille c'est sa distance de la

racine.

Branche : Une branche est le chemin simple entre la racine et une feuille.

Diamètre de l'arbre : Le diamètre de l'arbre (dénoté D) est la distance entre les

deux n÷uds les plus éloignés.
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Hauteur de l'arbre : La hauteur de l'arbre est dénotée h et c'est la distance la plus

longue entre la racine et une feuille.

ρ = bd/2c (où d est la borne de l'essaim.)

dist(v, w) est la distance entre les n÷uds v et w.

Γρ(v)= {w ∈ V : dist(v, w) ≤ ρ}

Γ(c) = Γ1(c)

Essaim avec noyau : Il existe un n÷ud c tel que l'ensemble des n÷uds occupés par

les agents est Γρ(c). (voir �gure 3.1)

La �gure 3.1 représente un essaim avec noyau lorsque d = 4. La distance qui sépare

les agents les plus éloignés est égale à 2.

Figure 3.1 � Un essaim avec noyau lorsque d = 4

Algorithme avec noyau : Un algorithme avec noyau est un algorithme qui fonc-

tionne de la façon suivante :

Pour chaque ronde i ≤ ρ, l'ensemble des n÷uds occupés par les agents est Γi(r) où r est

la racine.

Pour chaque ronde i > ρ, il existe un n÷ud c tel que l'ensemble des n÷uds occupés par

les agents est Γρ(c).
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Un ver : Un ver est un ensemble de deux n÷uds adjacents occupés par des agents

{t, q}.

Un noyau double est un ver.

Essaim avec un noyau double : Il existe deux n÷uds adjacents t et q tel que

l'ensemble des n÷uds occupés par les agents est : Γρ(t) ∪ Γρ(q).

La �gure 3.2 représente un essaim avec noyau double lorsque d = 5.

t q

Figure 3.2 � Un essaim avec noyau double lorsque d = 5

Le niveau d'un n÷ud :

ν(ni) = le niveau d'un n÷ud ni
nj est le �ls de ni dont le niveau est le plus grand

ν(ni) =

 0 si ni est une feuille

ν(nj) + 1 si ni est un n÷ud interne

Un arbre T ′ :

Un arbre T ′ est un sous-arbre formé à partir d'un arbre T en coupant les n÷uds (ainsi

que leurs arêtes adjacentes) dont le niveau est inférieur à ρ. (voir �gure 3.3)
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La �gure 3.3 représente un arbre T ′ lorsque d = 4.

Figure 3.3 � Un arbre T ′ lorsque d = 4
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3.2 Exploration optimale d'un arbre par un agent mo-

bile

Dans cette section, nous présentons un algorithme qui fait l'exploration d'un arbre

avec un agent mobile. Le temps d'exécution de l'algorithme est optimal. Nous décrivons

l'algorithme, faisons la preuve de l'exactitude, calculons le temps d'exécution et faisons

la preuve de l'optimalité.

3.2.1 L'algorithme

Pour un arbre enraciné en r, de hauteur h, l'algorithme Explore1Agent e�ectue un

parcours en profondeur (DFS) à partir de r qui visite tous les n÷uds et termine le

parcours dans une feuille de profondeur h, sans retour à la racine.

3.2.2 La preuve de l'exactitude

L'agent traverse toutes les arêtes de l'arbre dans les deux sens en faisant le DFS sauf

pour la dernière branche de hauteur h. L'agent traverse les arêtes de la dernière branche

une seule fois, dans un sens. Puisque toutes les arêtes sont traversées au moins une fois,

tous les n÷uds de l'arbre sont visités.

3.2.3 Le temps d'exécution

Un arbre à n n÷uds a n − 1 arêtes. Toutes les arêtes sont parcourues deux fois sauf

une branche de hauteur h, qui est parcourue une seule fois. L'agent termine l'exploration

dans une feuille de profondeur h. Le temps d'exploration est donc :

2(n− 1− h) + h =

2(n− 1)− 2h+ h =

2(n− 1)− h
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3.2.4 La preuve de l'optimalité

Lemme 3.2.1. Chaque algorithme d'exploration d'un arbre qui termine dans une feuille

de profondeur h travaille en temps supérieur ou égal à 2(n− 1)− h.

Démonstration. Chaque arête sauf la dernière branche de hauteur h doit être traversée

au moins deux fois (puisqu'il y a un chemin unique de la racine à chaque feuille). Chaque

arête de la dernière branche de hauteur h doit être traversée au moins une fois. Ce qui

donne au total la borne inférieure de :

2(n− 1)− h

Puisque le coût de l'algorithme Explore1Agent est égal au coût minimal de l'explora-

tion d'un arbre avec un seul agent, nous avons le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.2. L'algorithme Explore1Agent est optimal.
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3.3 Exploration optimale d'un arbre par un essaim

d'agents mobiles pour une borne d = 2

Dans cette section, nous présentons un algorithme qui explore un arbre avec un essaim

d'agents mobiles. Cet algorithme est optimal pour le temps d'exécution. La contrainte

est qu'à chaque ronde, il ne peut y avoir une distance supérieure à 2 arêtes entre les

agents les plus éloignés les uns des autres. Nous décrivons l'algorithme, faisons la preuve

de l'exactitude, calculons le temps d'exécution et faisons la preuve de l'optimalité.

Algorithme avec noyau (pour d = 2) : algorithme d'exploration tel qu'à chaque

ronde k > 1, il existe un essaim avec noyau.

ck est l'ensemble d'agents qui forment le noyau de l'essaim à la ronde k.

3.3.1 L'algorithme

L'algorithme ExploreEssaim2 fonctionne de la façon suivante : un arbre T ′ est formé

à partir de l'arbre T en coupant toutes les feuilles et leur arête adjacente (voir �gure

3.4). À la première ronde, un groupe d'agents reste dans la racine et d'autres agents

sont déplacés dans tous les n÷uds adjacents à la racine. Le n÷ud central (le noyau,

ck), e�ectue l'algorithme Explore1Agent (voir section 3.2) dans T ′. Les autres agents se

déplacent simultanément au noyau de la façon suivante :

v étant le n÷ud où se trouve ck et w, le n÷ud où se trouve ck+1. À chaque ronde :

� Tous les agents situés dans un n÷ud adjacent à v mais qui ne sont pas dans w se

déplacent dans v ;

� Des groupes d'agents situés dans w se déplacent dans tous les n÷uds adjacents à

w, sauf v.

La �gure 3.5 représente le déplacement du noyau de v à w et le déplacement des autres

agents de la ronde k à la ronde k + 1.
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Figure 3.4 � Un arbre T ′ lorsque d = 2

w

v

w

v

w

v

Ronde k
Transition Ronde k+1

Figure 3.5 � Le déplacement des agents de la ronde k à la ronde k + 1

3.3.2 La preuve de l'exactitude

Un algorithme � correct � signi�e qu'il accomplit avec succès sa tâche pour toutes les

valeurs d'entrées possibles.

Théorème 3.3.1. L'algorithme ExploreEssaim2 est correct.

Démonstration. L'algorithme ExploreEssaim2 appelle la procédure Explore1Agent pour

T ′ avec le noyau. La procédure Explore1Agent visite tous les n÷uds de T ′ avec les agents

du noyau de l'essaim. Toutes les feuilles de T ′ sont donc visitées par les agents du noyau.

Puisque toutes les feuilles de T sont adjacentes aux feuilles de T ′, toutes les feuilles de
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T sont visitées par les agents de l'essaim qui se trouvent dans les n÷uds adjacents au

noyau. Donc, tous les n÷uds de T sont visités.

3.3.3 Le temps d'exécution

Le temps d'exécution de l'algorithme ExploreEssaim2 est égal à τ + 1 où τ est égal

au temps d'exploration du noyau dans l'arbre T ′ et une ronde supplémentaire pour la

formation de l'essaim avec noyau. Parcourir T ′ avec le noyau est égal au temps de Ex-

plore1Agent dans T ′ :

2(n′ − 1)− h′ où n′ est le nombre de n÷uds de T ′ et h′, la hauteur de T ′.

n′ = (n− F ) où F est le nombre de feuilles de T et n, le nombre de n÷uds de T .

h′ = (h− 1)

Coût(ExploreEssaim2) = 1 + 2(n′ − 1)− h′ =

1 + 2(n− F − 1)− (h− 1) =

2(n− F − 1)− h+ 2 =

2(n− F )− h

3.3.4 La preuve de l'optimalité

Nous avons prouvé à la section 3.2 que l'exploration de l'arbre T ′ par un agent, utilisé

comme procédure dans ExploreEssaim2, est optimale. Il reste à prouver que l'algorithme

avec noyau est une façon optimale d'explorer T .

Soit A un algorithme quelconque d'exploration qui respecte la borne d ≤ 2. Nous

allons construire un algorithme A′ avec noyau tel qu'à chaque ronde, l'ensemble des

n÷uds occupés par les agents de A′ inclue l'ensemble des n÷uds occupés par les agents

de A.

Pour k ≥ 1, l'ensemble des n÷uds occupés par les agents de A (respectivement A′) à

la ronde k est dénoté par Nk (respectivement N ′k).
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Nous prouvons par induction sur k que Nk ⊆ N ′k.

L'algorithme A′ est le suivant :

1. Dans la première ronde, les agents de la racine r se répartissent dans tout Γ(r) ; r

est le noyau de l'essaim ; c1 := r.

2. Tant que A n'a pas terminé l'exploration Faire :

(a) Soit ck le noyau de A′ à la �n de la ronde k,

(b) Si Nk+1 ⊆ N ′k Alors

ck+1 := ck

Sinon

Soit Z = Nk+1\N ′k,
Soit y l'unique voisin commun de Z et ck,

ck+1 := y.

Les autres agents bougent de la façon suivante : les agents des n÷uds adjacents à ck
mais pas à ck+1 vont à ck. Les agents du n÷ud ck+1 se répartissent dans tous les n÷uds

adjacents à ck+1.

La �gure 3.6 représente un ensemble Z et le n÷ud y (en rouge).

Lemme 3.3.2. y est unique.

Démonstration. (Par contradiction) Supposons qu'y n'est pas unique. Alors il y a deux

n÷uds de Nk, y et y′ dont les n÷uds adjacents, z et z′, peuvent être visités à la ronde

k + 1. Puisque dist(y, y′) ≥ 1 alors dist(z, z′) ≥ 3. Par dé�nition, à la ronde k + 1, des

agents peuvent visiter z et z′, ce qui est une contradiction puisque dist(z, z′) > 2.

Lemme 3.3.3. Pour chaque k, Nk ⊆ N ′k.

Démonstration. Par induction sur k :

� Lorsque k = 1, il est évident que Nk ⊆ N ′k.

� Supposons que l'inclusion est vraie pour k. Nous la prouvons pour k + 1 :
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y
ck

Ensemble Z

Figure 3.6 � Un ensemble Z et le n÷ud y lorsque d = 2

Cas 1 Nk+1 ⊆ N ′k

Alors N ′k+1 = N ′k, donc Nk+1 ⊆ N ′k+1

Cas 2 Z = Nk+1\N ′k 6= ∅
Alors chaque élément de Nk+1 doit appartenir à Γ(y), car autrement il serait

à distance au moins 3 d'un élément de Z. Donc Nk+1 ⊆ N ′k+1.

Le Lemme 3.3.3 implique le théorème suivant :

Théorème 3.3.4. Pour chaque algorithme A d'exploration d'un arbre par l'essaim avec

une borne d = 2, il existe un algorithme A′ avec un noyau tel que son coût est inférieur

ou égal à celui de A, c'est-à-dire :

Coût(A′) ≤ Coût(A)

Lemme 3.3.5. Tout algorithme avec noyau, lorsque d = 2, a un coût d'au moins 2(n−
F )− h.
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Démonstration. L'essaim avec noyau doit être créé avec un coût d'au moins une unité

de temps (une unité de temps est égal à une ronde). Pour que tous les n÷uds de T

soient visités, toutes les feuilles de T doivent être visitées. Pour que toutes les feuilles

de T soient visitées, le noyau doit parcourir au moins tout l'arbre T ′ et visiter toutes les

feuilles de T ′. Pour que le noyau explore tout l'arbre T ′, toutes les arêtes de T ′ doivent

être traversées au moins 2 fois (une fois dans chaque sens) sauf la dernière branche de

T ′, de hauteur h′, dont les arêtes doivent être traversées au moins une fois. Le coût est

donc au moins :

1 + 2(n′ − 1)− h′

où n′ est le nombre de n÷ud de T ′

h′ est la hauteur de T ′

n′ = n− F où F est le nombre de feuilles de T

h′ = h− 1 où h est la hauteur de T

Donc ce coût est au moins (voir section 3.3.3 pour les détails du calcul) :

2(n− F )− h

Puisque le coût de l'algorithme ExploreEssaim2 est égal au coût minimal de l'explo-

ration d'un arbre avec essaim pour d = 2, nous avons le corollaire suivant :

Corollaire 3.3.6. L'algorithme ExploreEssaim2 est optimal.
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3.4 Exploration optimale d'un arbre par un essaim

d'agents mobiles pour une borne paire d = 2ρ où

ρ > 1

Dans cette section, nous présentons un algorithme qui explore un arbre avec un essaim

d'agents mobiles. Cet algorithme est optimal pour le temps d'exécution. La contrainte

est qu'à chaque ronde, il ne peut y avoir une distance supérieure à 2ρ où ρ > 1 entre les

agents les plus éloignés les uns des autres. Nous décrivons l'algorithme, faisons la preuve

de l'exactitude, calculons le temps d'exécution et faisons la preuve de l'optimalité.

3.4.1 L'algorithme

L'algorithme ExploreEssaimPair se fait en 2 étapes :

� La formation de l'essaim avec noyau

� L'exploration de l'arbre

La formation de l'essaim avec noyau (les ρ premières rondes) :

Un groupe d'agents reste dans la racine, formant le noyau. Les autres agents se déplacent

dans les n÷uds à une distance ρ de la racine en ρ étapes. À l'étape i ≤ ρ, des groupes

d'agents mobiles se déplacent dans les n÷uds à une distance i de la racine. Si h ≤ ρ,

l'exploration est terminée après h rondes. Sinon, après ρ rondes, l'exploration de l'arbre

commence.

L'exploration de l'arbre :

Le noyau, ck, e�ectue l'algorithme Explore1Agent (voir section 3.2) dans T ′. Les autres

agents se déplacent simultanément au noyau de la façon suivante :

v étant le n÷ud où se trouve ck et w, le n÷ud où se trouve ck+1. Trois types d'agents

composent l'essaim N ′k :

� Les agents B : sont dans un n÷ud b où dist(b, v) < dist(b, w) ∧ dist(b, v) 6= 0 ∧
dist(b, w) 6= 0.

� Les agents C : sont dans un n÷ud c où dist(c, w) < dist(c, v) ∧ dist(c, v) 6= 0.
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� Les agents D : ceux qui se trouvent dans le n÷ud v.

À chaque ronde :

� Les agents B se déplacent de b dont la dist(b, v) = x aux n÷uds adjacents b′ dont

dist(v, b′) = x− 1 ;

� Les agents C se déplacent de c dont la dist(c, w) = x aux n÷uds adjacents c′ dont

dist(w, c′) = x+ 1 ;

� Les agents D se déplacent de v à w.

La �gure 3.7 représente le déplacement des agents de la ronde k à la ronde k + 1.

3.4.2 La preuve de l'exactitude

Théorème 3.4.1. L'algorithme ExploreEssaimPair est correct.

Démonstration. L'algorithme ExploreEssaimPair appelle la procédure Explore1Agent

pour T ′ avec le noyau. La procédure Explore1Agent visite tous les n÷uds de T ′ avec les

agents du noyau de l'essaim. Toutes les feuilles de T ′ sont donc visitées par les agents

du noyau. Puisque toutes les feuilles de T sont à une distance ≤ ρ de T ′, toutes les

feuilles de T sont visitées par les agents de l'essaim qui se trouvent dans les n÷uds à

une distance ≤ ρ du noyau. Donc, tous les n÷uds de T sont visités.

3.4.3 Le temps d'exécution

Si h ≤ ρ, le temps d'exécution de l'algorithme ExploreEssaimPair est h. Sinon, le

temps d'exécution est égal au temps de l'exploration de l'arbre T ′ par un agent (le

noyau) augmenté d'au plus ρ rondes pour la formation de l'essaim avec noyau. Le temps

d'exploration de T ′ avec le noyau est égal au temps de Explore1Agent dans T ′ :

2(n′ − 1)− h′ où n′ est le nombre de n÷uds de T ′ et h′, la hauteur de T ′.

H est le nombre de n÷uds ni dont h(ni) < ρ

n′ = n−H, le nombre de n÷uds de T ′
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Figure 3.7 � Le déplacement des agents de la ronde k à la ronde k + 1

h′ = h− ρ, la hauteur de T ′

La création de l'essaim avec noyau prend un temps ≤ ρ.

Coût(ExploreEssaimPair) ≤ ρ+ 2(n−H − 1)− (h− ρ) =

2(n−H − 1)− h+ d
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3.4.4 La preuve de l'optimalité

Nous avons prouvé à la section 3.2 que l'exploration de l'arbre T ′ avec un agent,

utilisé comme procédure dans ExploreEssaimPair, est optimale. Il reste à prouver qu'un

algorithme avec noyau est une façon optimale de parcourir T .

Soit A un algorithme quelconque d'exploration qui respecte la borne maximale d = 2ρ

(où p > 1). Nous allons construire un algorithme A′ avec noyau tel qu'à chaque ronde,

l'ensemble des n÷uds occupés par les agents de A′ inclue l'ensemble des n÷uds occupés

par les agents de A.

Pour k ≥ 1, l'ensemble des n÷uds occupés par les agents de A (respectivement A′) à

la ronde k est dénoté par Nk (respectivement N ′k).

Nous prouvons par induction sur k que Nk ⊆ N ′k.

L'algorithme A′ est le suivant :

1. À la ronde 0, tous les agents sont dans la racine.

2. À chaque ronde i ≤ ρ, les agents se déplacent dans un n÷ud adjacent a�n d'occuper

les n÷uds dans Γρ(r) à la ronde ρ ; r est le noyau de l'essaim.

3. Tant que A n'a pas terminé l'exploration Faire :

(a) Soit ck le noyau de A′ à la �n de la ronde k,

(b) Si Nk+1 ⊆ N ′k Alors

ck+1 := ck

Sinon

Soit Z = Nk+1\N ′k,
Soit Y = {y ∈ Nk : ∃z ∈ Z, y adjacent à z},
Soit w le voisin de ck tel qu'il existe y ∈ Y et dist(ck, y) = dist(w, y) + 1

ck+1 := w.



Chapitre 3 : Exploration d'un arbre 44

Les autres agents se déplacent simultanément avec le déplacement du noyau de ck à

ck+1 de la même façon que dans l'algorithme ExploreEssaimPair.

Lemme 3.4.2. w est unique.

Démonstration. (Par contradiction) Supposons qu'w n'est pas unique. Alors il y a deux

n÷uds de Nk adjacents à ck, w et w′ dont les n÷uds à une distance m , u et u′, peuvent

être visités à la ronde k + 1. Puisque dist(w,w′) = 2 alors dist(u, u′) = d + 2. Par

dé�nition, à la ronde k+1, des agents peuvent visiter u et u′, ce qui est une contradiction

puisque dist(u, u′) > d.

La �gure 3.8 illustre un ensemble Y = {y1, y2, y3, y4} lorsque d = 4 et des n÷uds w,

w′, u et u′.
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u
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y
1 y
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Figure 3.8 � Un ensemble Y lorsque d = 4
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Lemme 3.4.3. Pour chaque k, Nk ⊆ N ′k.

Démonstration. Par induction sur k :

� Lorsque k ≤ ρ, il est évident que Nk ⊆ N ′k.

� Supposons que l'inclusion est vraie pour k. Nous la prouvons pour k + 1 :

Cas 1 Nk+1 ⊆ N ′k

Alors N ′k+1 = N ′k, donc Nk+1 ⊆ N ′k+1

Cas 2 Z = Nk+1\N ′k 6= ∅
Alors chaque élément de Nk+1 doit appartenir à Γρ(w), car autrement il serait

à distance au moins ρ+ 1 d'un élément de Z. Donc Nk+1 ⊆ N ′k+1.

Le Lemme 3.4.3 implique le théorème suivant :

Théorème 3.4.4. Pour chaque algorithme A d'exploration d'un arbre par un essaim

pour d = 2ρ où ρ > 1, il existe un algorithme A′ avec un noyau tel que son coût est

inférieur ou égal à celui de A, c'est-à-dire :

Coût(A′) ≤ Coût(A)

Lemme 3.4.5. Cas 1 : Lorsque h ≤ ρ, tout algorithme avec noyau a un coût d'au moins

h.

Cas 2 : Lorsque h > ρ, tout algorithme avec noyau a un coût d'au moins 2(n−H− 1)−
h+ d.

Démonstration. Cas 1 (h ≤ ρ) :

Puisque les agents débutent dans la racine et que la distance entre la feuille la plus

profonde et la racine est h, alors le coût est au moins h.

Cas 2 (h > ρ) :

L'essaim avec noyau doit être créé avec un coût de ρ unités de temps. Pour que toutes

les feuilles de T soient visitées, le noyau doit parcourir au moins tout l'arbre T ′ et visiter

toutes les feuilles de T ′. Pour que le noyau explore tout l'arbre T ′, toutes les arêtes de
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T ′ doivent être traversées au moins 2 fois (une fois dans chaque sens) sauf la dernière

branche de T ′, de hauteur h′, dont les arêtes doivent être traversées au moins une fois.

Le coût est donc au moins :

ρ+ 2(n′ − 1)− h′

où n′ est le nombre de n÷ud de T ′

h′ est la hauteur de T ′

H est le nombre de n÷uds ni dont ν(ni) < ρ

n′ = n−H, le nombre de n÷uds de T ′

h′ = h− ρ, la hauteur de T ′

Donc le coût est au moins (voir section 3.4.3 pour les détails du calcul) :

2(n−H − 1)− h+ d

Puisque le coût de l'algorithme ExploreEssaimPair est égal au coût minimal de l'ex-

ploration d'un arbre avec essaim pour d = 2ρ où ρ > 1, nous avons le corollaire suivant :

Corollaire 3.4.6. L'algorithme ExploreEssaimPair est optimal.
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3.5 Exploration optimale d'un arbre par un essaim

d'agents mobiles pour une borne d=1

Dans cette section, nous présentons un algorithme qui explore un arbre avec un essaim

d'agents mobiles. Cet algorithme est optimal pour le temps d'exécution. La contrainte

est qu'à chaque ronde, il ne peut y avoir une distance supérieure à un entre les agents

les plus éloignés les uns des autres c'est-à-dire tous les agents doivent être soit dans un

n÷ud, soit dans deux n÷uds adjacents. Nous présentons quelques dé�nitions, décrivons

l'algorithme, faisons la preuve de l'exactitude, calculons le temps d'exécution et faisons

la preuve de l'optimalité.

3.5.1 Dé�nitions

Fixons un algorithme A pour un agent qui e�ectue un DFS et qui termine dans une

des branches les plus profondes. Une � suite régulière � de n÷uds de l'arbre, V , induit

par cet algorithme est une suite de n÷uds (v0, v1, v2, v3, ..., vk) tel que vi est le n÷ud

visité par l'algorithme à la ronde i. Étant donné que chaque feuille est visitée une seule

fois, cette suite induit l'ordre de visite des feuilles où chaque feuille a un numéro de

visite. Soit (f1, f2, ..., fm) une sous-suite de V contenant les feuilles en ordre de visite.

On appelle une feuille � paire � si cette feuille a un numéro de visite pair et � impaire

� une feuille dont le numéro de visite est impair.

Soit (v0, v1, v2, ...) la suite régulière où v0 est la racine de T . Soit [i1, i2, i3, ...] tel que

fi = vij pour j = 1, 2, ...,m. Intuitivement, ij est l'indice dans la suite régulière de la

feuille fj. On subdivise la suite des indices [0, ..., k] de la suite régulière en segments

[0, ..., i1], [i1 + 1, ..., i2], ..., [im−1 + 1, ..., im]. Le segment est pair s'il termine par l'indice

d'une feuille paire et le segment est impair s'il termine par l'indice d'une feuille impaire.

3.5.2 L'algorithme

L'algorithme ExploreEssaim1 fonctionne de la façon suivante : à la ronde 0, tous les

agents sont dans la racine. À la ronde 1, les agents sont partagés en deux sous-ensembles

t et q. À la ronde 1, t est dans le n÷ud v1 et q dans le n÷ud v0. t est appelé la tête et
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q, la queue. L'ensemble {t, q} est appelé un ver. À chaque ronde i > 1, la tête est dans

le n÷ud vTete(i) et la queue dans le n÷ud vQueue(i) où Tete(i) et Queue(i) sont données

par les formules suivantes. Tete(i+ 1) et Queue(i+ 1) ne sont pas dé�nis si soit Tete(i)

ou Queue(i) est l'indice de la dernière feuille.

Tete(i+ 1) =


1 si i = 0

Tete(i) + 1 si vTete(i)+1 n'est pas une feuille paire

Tete(i) + 3 si vTete(i)+1 est une feuille paire

Queue(i+ 1) =


0 si i = 0

Queue(i) + 1 si vQueue(i)+1 n'est pas une feuille impaire

Queue(i) + 3 si vQueue(i)+1 est une feuille impaire

La �gure 3.9 illustre où se trouve la tête (bleue) et la queue (rouge) à la ronde 7

lors de l'exploration d'un arbre par l'algorithme ExploreEssaim1. Nous pouvons voir

que puisque Tete(7) + 1 n'est pas l'indice d'une feuille paire, la tête sera dans v8 à la

ronde 8. La queue sera dans v9 à la ronde 8, Queue(7) + 1 n'est pas l'indice d'une feuille

impaire.

v7

v8v6

v9

Figure 3.9 � La position de la tête (n÷ud bleu) et de la queue (n÷ud rouge) dans une
arbre à la ronde 7.
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Le lemme suivant décrit certaines propriétés importantes de l'algorithme.

Lemme 3.5.1. Pour i ≥ 1

1. Si Tete(i) est dans un segment impair, alors Queue(i) = Tete(i)− 1.

2. Si Tete(i) est dans un segment pair, alors Queue(i) = Tete(i) + 1.

3. Tete(i) n'est pas l'indice d'une feuille paire et Queue(i) n'est pas l'indice d'une

feuille impaire.

4. Tete(i) et Queue(i) appartiennent au même segment.

Démonstration. Preuve par induction selon la ronde i :

Si i = 1,

Tete(1) = 1

Queue(1) = 0

Tete(1) est dans un segment impair, Queue(1) = Tete(1) − 1 = 0 donc la partie 1 du

lemme est véri�ée. Tete(1) = 1 n'est pas l'indice d'une feuille paire, Queue(1) = 0 n'est

pas l'indice d'une feuille impaire donc la troisième partie du lemme est véri�ée. Ils sont

tous les deux dans le premier segment donc la partie 4 du lemme est véri�ée.

Supposons que le lemme est vrai pour i, prouvons-le pour i+1. Nous avons 3 cas pour

lesquels les 4 conditions du lemme sont véri�ées.

Cas 1 Ni Tete(i) ni Queue(i) n'est l'indice d'une feuille.

Par l'algorithme,

Tete(i+ 1) = Tete(i) + 1

Queue(i+ 1) = Queue(i) + 1

Puisque Tete(i) et Tete(i + 1) sont dans le même segment, les parties 1 et 2 du lemme

sont vraies.

Partie 3.

Par contradiction : supposons que Tete(i+1) est l'indice d'une feuille paire, donc Tete(i)

est dans un segment pair. Par le point 2 du lemme, Tete(i) = Queue(i) − 1 donc

Tete(i + 1) = Tete(i) + 1 = Queue(i) − 1 + 1 = Queue(i). Étant donné que Queue(i)
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n'est pas l'indice d'une feuille, alors Tete(i+ 1) n'est pas l'indice d'une feuille, ce qui est

une contradiction.

Le raisonnement pour Queue(i+ 1) est semblable :

Par contradiction, supposons que Queue(i + 1) est l'indice d'une feuille impaire, donc

Queue(i) est dans un segment impair. Par le point 4 de l'hypothèse d'induction, Tete(i)

est dans un segment impair. Par le point 2 du lemme, Queue(i) = Tete(i) − 1. Donc

Queue(i+1) = Queue(i)+1 = Tete(i). Étant donné que Tete(i) n'est pas l'indice d'une

feuille, alors Queue(i+ 1) n'est pas l'indice d'une feuille, ce qui est une contradiction.

La partie 4 est véri�ée puisque Tete(i + 1) est dans le même segment que Tete(i) et

Queue(i+ 1) est dans le même segment que Queue(i).

Cas 2 Tete(i) est l'indice d'une feuille impaire.

Par l'algorithme,

Tete(i+ 1) = Tete(i) + 1

Queue(i+ 1) = Queue(i) + 3

Par hypothèse d'induction, on a Queue(i) = Tete(i)−1 donc Tete(i+1) = Tete(i)+1 =

Queue(i) + 2 = Queue(i+ 1)− 1 donc Tete(i+ 1) = Queue(i+ 1)− 1, Tete(i) est dans

un segment pair donc la partie 2 est prouvée. Les conditions de la partie 1 ne sont pas

satisfaites donc il n'y a rien à prouver. Tete(i + 1) n'est pas l'indice d'une feuille paire

car deux feuilles sont à distance au moins deux. Queue(i + 1) ne peut pas être l'indice

d'une feuille impaire car deux feuilles impaires doivent être à distance plus grande que

deux l'une de l'autre, ce qui prouve la partie 3.

Tete(i + 1) sera dans le segment suivant et Queue(i + 1) sera dans le segment suivant.

Ainsi, Tete(i+1) est le premier indice du segment suivant et Queue(i+1) est le deuxième

indice du segment suivant. Puisque chaque segment est de longueur supérieure à 1,

Tete(i+ 1) et Queue(i+ 1) appartiennent au même segment ce qui prouve la partie 4.

Cas 3 Queue(i) est l'indice d'une feuille paire.

Par l'algorithme,

Tete(i+ 1) = Tete(i) + 3,

Queue(i+ 1) = Queue(i) + 1 = Tete(i) + 1 + 1 = Tete(i+ 1)− 1.
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Puisque Queue(i + 1) et Tete(i + 1) sont dans un segment impair, la propriété 1 est

véri�ée. Les conditions de la partie 2 ne sont pas satisfaites donc il n'y a rien à prouver.

Pour prouver la partie 3, observons que vQueue(i) et vTete(i+1) sont à distance 2 et donc

Tete(i + 1) ne peut pas être l'indice d'une feuille paire. vQueue(i+1) étant adjacent à

vQueue(i), vQueue(i+1) ne peut pas être l'indice d'une feuille impaire.

Pour prouver la partie 4, observons que Queue(i + 1) est le premier indice du segment

suivant et Tete(i+1) est le deuxième indice du segment suivant. Puisque chaque segment

est de longueur supérieure à 1, Tete(i + 1) et Queue(i + 1) appartiennent au même

segment.

3.5.3 La preuve de l'exactitude

Théorème 3.5.2. L'algorithme ExploreEssaim1 est correct.

La preuve du théorème est divisée en quatre lemmes.

Lemme 3.5.3. vQueue(i+1) est adjacent à vQueue(i).

Démonstration. Selon le lemme 3.5.1, Queue(i) n'est pas l'indice d'une feuille impaire.

Nous avons 2 cas :

(1) Queue(i) n'est pas l'indice d'une feuille paire.

(1.1) Queue(i) + 1 est l'indice d'une feuille impaire.

Par dé�nition de la suite régulière :

vQueue(i) = vQueue(i)+2

vQueue(i)+3 est adjacent à vQueue(i)+2

Donc, vQueue(i)+3 est adjacent à vQueue(i)
Par l'algorithme, Queue(i) + 3 = Queue(i+ 1)

Alors vQueue(i+1) et vQueue(i) sont adjacents.
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(1.2) Queue(i) + 1 n'est pas l'indice d'une feuille impaire.

Selon l'algorithme :

Queue(i+ 1) = Queue(i) + 1

Alors vQueue(i+1) et vQueue(i) sont adjacents.

(2) Queue(i) est l'indice d'une feuille paire.

Si Queue(i) est l'indice d'une feuille, alors Queue(i) + 1 n'est pas l'indice d'une feuille

puisqu'un segment est de longueur supérieure à 1. Selon l'algorithme :

Queue(i+ 1) = Queue(i) + 1

Alors vQueue(i+1) et vQueue(i) sont adjacents.

Lemme 3.5.4. vTete(i+1) est adjacent à vTete(i).

Démonstration. Selon le lemme 3.5.1, Tete(i) n'est pas l'indice d'une feuille paire. Nous

avons 2 cas :

(1) Tete(i) n'est pas l'indice d'une feuille impaire.

(1.1) Tete(i) + 1 est l'indice d'une feuille paire.

Par dé�nition de la suite régulière :

vTete(i) = vTete(i)+2

vTete(i)+3 est adjacent à vTete(i)+2

Donc, vTete(i)+3 est adjacent à vTete(i)
Par l'algorithme, Tete(i) + 3 = Tete(i+ 1)

Alors vTete(i+1) et vTete(i) sont adjacents.
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(1.2) Tete(i) + 1 n'est pas l'indice d'une feuille paire.

Selon l'algorithme :

Tete(i+ 1) = Tete(i) + 1

Alors vTete(i+1) et vTete(i) sont adjacents.

(2) Si Tete(i) est l'indice d'une feuille impaire.

Si Tete(i) est l'indice d'une feuille, alors Tete(i) + 1 n'est pas l'indice d'une feuille

puisqu'un segment est de longueur supérieure à 1. Selon l'algorithme :

Tete(i+ 1) = Tete(i) + 1

Alors vTete(i+1) et vTete(i) sont adjacents.

Lemme 3.5.5. vQueue(i) et vTete(i) sont adjacents, pour i ≥ 1.

Démonstration. À la ronde 1, on a Tete(i) = 1 et Queue(i) = 0 donc le lemme est

satisfait.

Supposons i > 1. Selon le lemme 3.5.1, si Tete(i) est dans un segment impair, alors

Queue(i) = Tete(i)−1 et si Tete(i) est dans un segment pair, alors Queue(i) = Tete(i)+

1. Dans les deux cas, vQueue(i) et vQueue(i) sont adjacents.

Lemme 3.5.6. Tous les n÷uds de l'arbre T sont visités.

Démonstration. Selon l'algorithme, l'ensemble d'agents de t visite toutes les feuilles im-

paires de T et l'ensemble d'agents de q visite toutes les feuilles paires donc toutes les

feuilles sont visitées. L'exploration de toutes les feuilles implique l'exploration de tous

les n÷uds de T.

3.5.4 Le temps d'exécution

Nous dé�nissons maintenant l'arbre T :

L'arbre T est un arbre qui résulte de l'arbre T en coupant les feuilles paires {f2, f4, ...}
ainsi que les arêtes adjacentes à ces feuilles (voir Figure 3.10).
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Figure 3.10 � L'arbre T et T lorsque d = 1

La �gure 3.10 représente l'arbre T et T .

L'exploration optimale d'un arbre par un agent est 2(n − 1) − h (voir section 3.2.3)

où n est le nombre de n÷uds de l'arbre et h, la hauteur de l'arbre. Le temps d'exécution

de l'algorithme ExploreEssaim1 est égal au temps du parcours de la tête du ver dans

l'arbre T .

Cas 1 - Le nombre m de feuilles de l'arbre T est pair. La dernière feuille visitée par

l'algorithme ExploreEssaim1 est paire. Toutes les feuilles paires sont visitées par la queue

du ver. Le temps d'exploration est :

2(n′ − 1)− (h− 1)

où n′ est le nombre de n÷uds de T et h, la hauteur de T .

m = 2b

n′ = n− b

2(n′ − 1)− (h− 1) = 2(n− b− 1)− (h− 1)

= 2n− 2b− 2− h+ 1

= 2n−m− h− 1
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Cas 2 - Le nombre m de feuilles de l'arbre T est impair, m = 2b + 1. La dernière

feuille visitée par l'algorithme ExploreEssaim1 est impaire. Toutes les feuilles impaires

sont visitées par la tête du ver. Le temps d'exploration est :

2(n′ − 1)− h′

où n′ est le nombre de n÷uds de T et h′, la hauteur de T .

m = 2b+ 1

n′ = n− b

h′ = h

2(n′ − 1)− h′ = 2(n− b− 1)− h

= 2n− 2b− 2− h

= 2n−m− h− 1

*Remarque : le coût du déploiement du ver n'est pas compté puisqu'il se forme en

même temps que le déplacement des agents à la ronde 1, lorsque le premier n÷ud est

visité et c'est la tête qui le visite.

3.5.5 La preuve de l'optimalité

Prenons un algorithme optimal A qui doit respecter la borne maximale d ≤ 1. Il visite

au plus deux n÷uds adjacents simultanément pour respecter la condition d ≤ 1.

Lemme 3.5.7. Un algorithme optimal ne visite pas deux feuilles aux numéros de visite

consécutifs (par rapport à cet algorithme) par le même ensemble d'agents.

Démonstration. (Par contradiction) Prenons n'importe quel algorithme A optimal. Cet

algorithme doit visiter toutes les feuilles. Chaque feuille doit être visitée pour la première

fois dans une autre ronde car deux feuilles sont à distance au moins deux. Ordonnons

les feuilles dans l'ordre de leur première visite. Considérons deux feuilles consécutives z

et z′. Supposons que z et z′ sont visités par le même (groupe d') agent. Soit y ≥ 2 la

distance entre les feuilles. Le nombre de rondes entre les deux visites doit être au moins
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y. Considérons le groupe d'agents A qui visite la feuille z. À ce moment, sans perte

de généralité, le groupe B est dans l'unique n÷ud adjacent à A. Modi�ons la partie de

l'algorithme A entre les premières visites de z et z′ en faisant visiter la feuille z′ par le

groupe B, (y − 1) rondes après la première visite de z par A. À ce moment, tous les

agents de A sont dans son unique voisin. Le reste de l'algorithme A ne change pas, sauf

que les rôles des groupes A et B sont échangés, l'algorithme modi�é prend un temps

strictement plus petit que l'algorithme A, ce qui est une contradiction.

Lemme 3.5.8. Pour visiter T , un algorithme optimal doit avoir le coût d'au moins

2n−m−h−1, où n est le nombre de n÷uds, m le nombre de feuilles et h est la hauteur

de T .

Démonstration. Un algorithme optimal A ne peut visiter deux feuilles aux numéros de

visite consécutifs avec le même groupe d'agent (Lemme 3.5.7). Pour que tous les n÷uds

de T soient visités, toutes les feuilles de T doivent être visitées. L'algorithme A doit

donc visiter les feuilles de T de façon alternée avec deux groupes d'agents. Appelons

tête le groupe d'agents qui visite toutes les feuilles impaires et queue le groupe qui visite

les feuilles paires (dans l'ordre de visite de l'algorithme A). Soit T ∗ l'arbre résultant de
couper les feuilles paires et leurs arêtes adjacentes. Pour que toutes les feuilles impaires

de T soient visitées par la tête, toutes les arêtes de T ∗ doivent être traversées au moins

deux fois par la tête (une fois dans chaque sens) sauf la dernière branche dont les arêtes

doivent être traversées au moins une fois.

Cas 1 -

m = 2b

La dernière feuille sera visitée par la queue (car le nombre de feuille est pair). Le coût

du parcours de la tête dans T ∗ sera au moins 2n−m− h− 1.

Cas 2 -

m = 2b+ 1

La dernière feuille visitée est impaire et elle sera visitée par le tête. Le coût du parcours

de la tête dans T ∗ sera au moins 2n−m− h− 1.
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Puisque le coût de ExploreEssaim1 est égal au coût minimal d'exploration d'un arbre

avec un essaim d'agents mobiles lorsque d = 1 (Lemme 3.5.8), nous avons le corollaire

suivant :

Corollaire 3.5.9. L'algorithme ExploreEssaim1 est optimal.
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3.6 Exploration optimale d'un arbre par un essaim

d'agents mobiles pour une borne impaire d = 2ρ+1

où ρ > 1

Dans cette section, nous présentons un algorithme qui explore un arbre enraciné avec

un essaim d'agents mobiles. Cet algorithme est optimal pour le temps d'exécution. La

contrainte est qu'à chaque ronde, il ne peut y avoir une distance supérieure à 2ρ+ 1 (où

ρ > 1) entre les agents les plus éloignés les uns des autres. Nous présentons quelques

dé�nitions, décrivons l'algorithme, faisons la preuve de l'exactitude, calculons le temps

d'exécution et faisons la preuve de l'optimalité.

3.7 Dé�nitions

Algorithme avec noyau double : Un algorithme avec noyau double est un algo-

rithme qui fonctionne de la façon suivante :

Pour chaque ronde i ≤ ρ+ 1, l'ensemble des n÷uds occupés par les agents est Γi(r) ∪
Γi(v1) où r est la racine et v1 le deuxième n÷ud de la suite régulière (voir section 3.5.1).

Pour chaque ronde i > ρ + 1, il existe un ensemble de deux n÷uds adjacents appelé le

noyau double {t, q} tel que l'ensemble des n÷uds occupés par les agents est Γρ(t)∪Γρ(q).

3.7.1 L'algorithme

Si D ≤ d alors pendant les ronde i = 1, ..., h, les agents se déplacent pour occuper les

n÷uds dans Γi(r). Après h rondes, tous les n÷uds sont explorés. Si D > d, l'algorithme

consiste de deux phases : la formation de l'essaim et l'exploration. La première phase

dure ρ+ 1 rondes. Soit s = v1 le second n÷ud de la suite régulière dans l'exécution de la

procédure ExplorerEssaim1 dans l'arbre T ′. Pendant la première ronde de la première

phase, un groupe d'agents reste dans r et l'autre se déplace à s. Pendant les rondes 1+ i,

pour i = 1, ..., ρ, les agents se déplacent pour occuper tous les n÷uds de Γi(r) ∪ Γi(s).

Après la ronde ρ + 1, tous les n÷uds de Γρ(r) ∪ Γρ(s) sont occupés, l'essaim est formé

et la phase d'exploration débute.
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Soit {uρ+1, vρ+1}, où uρ+1 = r et vρ+1 = s le noyau double à la ronde ρ+1. Pendant la

phase d'exploration, le noyau double exécute l'algorithme ExploreEssaim1 dans l'arbre

T ′. Plus précisément, pendant la ronde ρ+i, le noyau double est composé de deux n÷uds

adjacents ; les mêmes qu'occupe le ver dans l'algorithme ExploreEssaim1 pendant la

ronde i lors de l'exploration de l'arbre T ′. Il reste à dé�nir les mouvements des autres

agents. Supposons que pendant la ronde k le noyau double est {u, v} et pendant la

ronde k + 1 il est {v, w}. (Notons que dans l'algorithme ExploreEssaim1 les ensembles

des n÷uds occupés par les agents pendant les rondes consécutives ont l'intersection 1.)

Soit R = {z : dist(z, u) = ρ ∧ dist(z, v) = ρ + 1} et F = {z : dist(z, v) = ρ ∧
dist(z, w) = ρ− 1}.

Les agents qui étaient dans z ∈ R à la ronde k se déplacent à la ronde k + 1 dans

l'unique voisin de z, z′, tel que dist(z′, v) = ρ. Les agents qui étaient dans z ∈ F à

la ronde k occupent Γ(z) à la ronde k + 1. Tous les autres agents ne bougent pas.

L'algorithme procède jusqu'au moment où l'algorithme ExploreEssaim1 dans T ′ soit

complété.

3.7.2 La preuve de l'exactitude

Théorème 3.7.1. L'algorithme ExploreEssaimImpair est correct.

Démonstration. L'algorithme ExploreEssaimImpair appelle la procédure ExploreEssaim1

pour T ′. Tous les n÷uds de l'arbre T ′ sont visités par le noyau double de l'essaim. Toutes

les feuilles de T ′ sont donc visitées par les agents du noyau double. Puisque toutes les

feuilles de T sont à une distance plus petite ou égale à ρ de T ′, toutes les feuilles de T

sont visitées par les agents de l'essaim qui se trouvent dans les n÷uds à une distance

plus petite ou égale à ρ du noyau double. Donc, tous les n÷uds de T sont visités.

3.7.3 Le temps d'exécution

Soit D, le diamètre de l'arbre T . Si D ≤ d, le temps d'exécution est h. Supposons

que D > d, alors le temps d'exécution de l'algorithme ExploreEssaimImpair peut être
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décomposé en deux parties : Le temps pour la formation de l'essaim et le temps d'ex-

ploration. Le premier est ρ+ 1. Le deuxième est égal au temps d'exploration de l'arbre

T ′ par un ver.

Notons que l'intersection de l'intervalle du temps de la formation de l'essaim et du

temps de l'exploration de T est exactement une ronde (à la �n de la formation de l'es-

saim, le ver est déjà formé). Puisque le temps de l'exploration de T ′ par un ver est

2n′ −m′ − h′ − 1 où n′ est le nombre de n÷ud de T ′, m′ est le nombre de feuilles de T ′

et h′, la hauteur de T ′, le temps total est :

ρ+ 2n′ −m′ − h′ − 1

3.7.4 L'optimalité

Lemme 3.7.2. L'algorithme ExploreEssaimImpair est optimal.

Démonstration. Si D ≤ d, l'optimalité est évidente car aucun algorithme ne peut explo-

rer l'arbre T en temps plus petit que h et le temps de l'algorithme ExploreEssaimImpair

est h dans ce cas. SiD > d, comme pour le cas d pair, on prouve d'abord que pour chaque

algorithme d'exploration A par un essaim avec d impair, il existe un algorithme A′ avec

noyau double pour le même d qui a le même temps d'exécution que A. La construction

de A′ à partir de A est semblable à celle pour d pair. En utilisant le lemme 3.5.8, on

prouve que A′ doit avoir un temps d'au moins ρ+ 2n′ −m′ − h′ − 1.
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3.8 Le nombre d'agents su�sant pour explorer un arbre

de façon optimale

Dans cette section, nous allons prouver que pour chaque algorithme optimal d'explo-

ration d'un arbre par un essaim avec une borne d, il existe un algorithme avec la même

borne et le même temps qui utilise λ agents, où λ est le nombre de feuilles de l'arbre.

Soit {f1, ..., fλ} l'ensemble des feuilles et soit {a1, ..., aλ} l'ensemble des agents. Soit

A un algorithme optimal et Si l'ensemble des n÷uds occupés par les agents exécutants

A à la i-ème ronde. On construit un algorithme A′ qui utilisent les agents {a1, ..., aλ}
comme suit : À la ronde i, l'agent aj est dans l'unique n÷ud v(i, j) de Si le plus proche

de fj. C'est possible car v(i, j) et v(i+ 1, j) sont soit égaux soit adjacents. Donc tous les

n÷uds seront visités car la feuille fj est visitée par l'agent aj. Puisque, par dé�nition,

l'ensemble Si, pour chaque i, a le même diamètre au plus d, l'algorithme A′ respecte la

borne d. Le temps de A et de A′ est le même. Donc l'algorithme A′ utilisant λ agents

travaille aussi en temps optimal.
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3.9 Documentation du logiciel de simulation

Dans cette section nous décrivons comment fonctionne le logiciel de simulation. Ce

logiciel est une application Windows qui a été conçu avec Microsoft Visual Studio et

écrit en C]. La simulation est une unique fenêtre où se déroulent toutes les activités

incluant la création d'un arbre, la sélection des paramètres et le parcours de l'arbre par

un essaim. La fenêtre comprend 10 sections (illustrées par la �gure 3.11) :

(1) Une barre de message qui donne des instructions au sujet de la création manuelle

d'un arbre ou du choix de la grandeur de l'essaim.

(2) L'état de l'exploration qui donne de l'information au sujet de l'étape du parcours de

l'arbre (la création de l'arbre, la création de l'essaim et le parcours par l'essaim).

(3) L'arbre au milieu de la fenêtre où se déroule l'animation.

(4) Trois boutons qui créent un arbre instantanément si on ne souhaite pas en créer

un manuellement. Il y a trois choix de hauteur d'arbre (3, 4 et 5). Il y a la possibilité

d'ajouter des n÷uds à ces arbres déjà faits. En cliquant sur un de ses boutons, un arbre

apparaîtra dans la section 3.

(5) La vitesse de parcours : il est possible de choisir la vitesse de parcours en sélec-

tionnant une des options (Lente, Moyenne ou Rapide)

(6) Borne de l'essaim : c'est dans cette boîte de texte que nous entrons la borne (d)

de l'essaim (par défaut la borne est à 0 ce qui équivaut à un seul agent).

(7) Pause : ce bouton sert à arrêter la simulation pour un temps indéterminé. Lorsque

l'animation est en arrêt, le bouton indique � Continuer �. Il faut cliquer à nouveau sur

ce bouton pour poursuivre l'animation.

(8) E�acer : ce bouton sert à e�acer l'arbre (ne laissant qu'un n÷ud, la racine).

(9) Explorer : ce bouton sert à démarrer l'exploration de l'arbre par l'essaim.
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(10) Étape par étape : ce bouton sert à démarrer l'exploration de l'arbre par l'essaim

mais de façon étape-par-étape. À chaque ronde, il faut cliquer sur le bouton pour faire

progresser le parcours de l'essaim.

Figure 3.11 � Les di�érentes sections du logiciel de simulation

La �gure 3.12 illustre le logiciel à une certaine étape de l'exploration d'un arbre de

hauteur 5 par un essaim ayant une borne d égale à 5.

Les étapes de la simulation :
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Figure 3.12 � Le logiciel de simulation

(1) Créer l'arbre soit en cliquant sur les n÷uds pour en ajouter d'autres ou en cli-

quant sur un des boutons de la section 4 pour ajouter un arbre tout fait.

(2) Choisir la borne maximale (d) de la grandeur de l'essaim.

(3) Choisir la vitesse de parcours (section 5).

(4) Démarrer l'exploration en cliquant sur � Explorer � ou sur � Étape par étape �.
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Conclusion

Nous avons trouvé des algorithmes d'exploration d'arbres enracinés avec un essaim

d'agents mobiles pour les bornes d pair et d impair et nous avons prouvé qu'ils sont

optimaux. Nous avons trouvé une borne supérieure pour le nombre d'agents requis pour

parcourir un arbre de façon optimale. Il s'avère qu'il su�t d'utiliser autant d'agents

qu'il y a de feuilles dans l'arbre. Nous avons aussi conçu un logiciel de simulation pour

visualiser l'exploration d'un arbre par un essaim d'agents.

Dans un premier temps, nous nous sommes limité aux arbres connus d'avance par

les agents. Il reste plusieurs questions ouvertes dont celles-ci : (1) Trouver le nombre

minimal d'agents dans un essaim de borne d pour parcourir un arbre donné de façon

optimal. (2) Trouver des algorithmes optimaux du parcours des graphes par des essaims

pour d'autres topologies de réseaux que les arbres. (3) Le même scénario mais pour des

graphes inconnus.
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