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Résumé

La plupart des robots d’aujourd’hui sont programmeés en vue d’accomplir
certaines actions prédéfinies, comme celle de maintenir un objet dans une position
fixe pour pouvoir le manipuler. Ainsi, le domaine de I'immobilisation est devenu un
champ important de la robotique qui joue un role primordial dans la construction
d’un produit de qualité. |

Dans cette étude, nous sommes intéresses a analyse du probléme d’immobi-
lisation de figures lorsque l’ensemble de positions & partir duquel on peut choisir
les points d’immobilisation est imposé au départ. Plus précisément, notre attention
porte sur le probléme de 'immobilisation de figures dans le cas ou ’ensemble de
points d’obstacle est restreint a un ensemble fini de positions sur le bord de figures.
[’objectif principal de cette recherche a deux volets. Le premier est fondé sur la
recherche d’un algorithme qui vérifie si un ensemble donné de points immobilise un
objet, tandis que le second est basé sur la recherche d’un algorithme qui trouve
un petit sous-ensemble de points d’immobilisation. Nous proposons une approche
géométrique, car nous allons analyser 1’ensemble de positions valides induites dans
I’espace des configurations par les points obstacles. Nous donnons trois algorithmes
pour vérifier si un ensemble de points sur le bord d’un objet immobilise ou non
I’objet. Le premier algorithme est optimal, mais il fonctionne quand les données sont
en position générale. Les deux autres algorithmes, 1’algorithme glouton,

Jexécutant en temps O(n?), et lalgorithme plus élaboré, marchant en temps

'8



Abstract

Most today robots are designed to perform some predefined tasks, e.g. to hold
the object at stable position 1n order to manipulate it. These operations require 1m-
mobilization of the objects. Immobilization became an important domain of robotics
indispensable in efficient design of quality products.

In the present work we study the problem of object immobilization when the set
of immobilization points is known to be put 1n advance on the object‘s boundary. The
main goal of this work is two-fold. Firstly, we give an efficient algorithm verifying
if the polygon is immobilized. Secondly, our algorithm outputs a small subset of
points, which is sufficient for ‘mmobilization. Our approach is geometric, since we
geometrically analyze the set of free polygon positions within the configuration space.
We give three algorithms. The first algorithm, an optimal one, works for general case
of input data. The other two, a oreedy O(n®) algorithm and a more sophisticated
O(nlogn) one, work for any input data.

According to our knowledge, no algorithm concerning the problem stated above

has been ever studied in the research literature on polygon immobilization.



Chapitre 1

Introduction

La plupart des robots industriels d’aujourd’hui sont programmes en vue de réaliser
des taches précises, comme le fait de maintenir un objet dans une position fixe ainsl
que la manipulation et le déplacement des objets, et tout cela afin de faciliter diverses
opérations.

Des opérations telles que le controle du processus de manipulation ou bien le
maintien d’un objet dans une position fixe demandent que les objets soient immobi-
lisés. Dans ce contexte, immobiliser un objet signifie placer les doigts des bras d’'un
robot sur la surface de ’'objet pour empécher quelconque mouvement. En effet, dans
des situations pratiques, I'utilisation tuture d’un objet fabriqué impose de restrictions
sur les endroits ou le robot peut mettre ses doigts. Ces restrictions peuvent étre en-

gendrées, par exemple, par I'existence des zones fragiles ou des zones réservees pour

d’autres opérations. La recherche a montre que, si ’ensemble de points représentant

2



CHAPITRE 1. INTRODUCTION . 3

les endroits oil il est permis de mettre les points d’obstacle est connu, il est important
de trouver un sous-ensemble de points qui immobilise un objet. Peut-on dire qu’il y
a toujours un sous-ensemble de points qui immobilise un objet

Dans cette recherche, nous nous sommes intéresses a I’analyse du probléme d’'im-
mobilisation de figures lorsque ’ensemble de positions a partir duquel on peut choisir
les points d’immobilisation est imposé au départ. Plus précisément, notre attention
porte sur le probléme de 'immobilisation de figures au cas ou l’ensemble de points
d’obstacle est restreint & un ensemble fini de positions sur le bord de figures.

[’objectif principal de cette recherche a deux volets. Le premier est basé sur la
recherche d’un algorithme efficace qui vérifie si un ensemble donné de points immobi-
lise un objet. Quant au deuxiéme, nous proposons um algorithme qui trouve un petit
sous-ensemble de points d’immobilisation parmi les positions possibles. D’ailleurs, le
domaine de 'immobilisation est devenu un champ tres important de la robotique qui

joue un role primordial dans la construction efficace d’un produit de qualite.

1.1 Le Probléeme

Un polygone P sera défini par 'ensemble ordonné de points Sy, Sa, ..., Sm Sur
le plan qui représente ses sommets. Sur le périmétre du polygone P est placé un
ensemble de points d’obstacle O = {Oy, ..., O} dans positions différentes des som-

mets du polygone. Considérons une classe de mouvements du polygone (contenant
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méme les mouvements infinitésimalement petits) peﬁdants lesquels les points d’obs-
tacle restent immobiles. Le polygone est immobilisé si et seulement s’il n’existe pas
un mouvement pendant lequel un point d’obstacle pénétre I'intérieur du polygone P.

Dans ce mémoire, nous construisons un algorithme de décision vérifiant s1 un

polygone est bien immobilisé¢ par un ensemble de points d’obstacle.

1.2 Les Contributions

Dans ce mémoire, nous donnons trois algorithmes vérifiant 'immobilisation du
polygone donné. Tous les trois algorithmes sont baseés sur ’analyse des certaines
types de mouvements nommes glissements. Un glissement est un mouvement du
polygone durant lequel deux cotes du polygone restent en contact continue avec
deux points d’obstacle, respectivement. Il s’avére qu’a la place d’analyser un nombre
‘1fini de mouvements qui peuvent faire échapper le polygone de sa position initiale
9 ost suffisant de considérer n? — n mouvements de glissements. Le polygone est
‘mmobilisé si et seulement si aucun glissement ne peut faire échapper le polygone.

Notre mémoire présente trois algorithmes véritiant ’immobilisation du polygone.
Le premier algorithme, basé sur la programmation linéaire, solutionne le probléme
quand les données de départ sont en position générale. Polygones généres de facon
aléatoire sont en position générale. Cet algorithme fonctionne en temps O(n).

Le deuxiéme algorithme est un algorithme glouton qui vérifie s’il existe ou non
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un glissement d’échappement, c’est a dire un glissement qui n’est pas empéché par
aucun point d’obstacle. Vu que l'on a O(n?) glissements et O(n) points d’obstacle,
I’analyse exhaustive conduit a un algorithme fonctionnant en temps O(n?).

Le troisiéme algorithme vérifie s’il existe un glissement d’échappement par une
méthode plus efficace. On traite les.points d’obstacle en ordre angulaire de coté qui
contient le point d’obstacle. On observe qu’il existe un traitement en temps O(n)
qui détermine s’1l y a une cellule d’échappement dans ’espace de configurations. La

complexité de cet algorithme est O(nlog n).

Qelon nos connaissances, aucun algorithme pour ce probléme n’est connu dans la

littérature. En conséquence, tous les trois algorithmes présentés dans ce texte sont

nouveaux.

1‘.3 Le contenu

Pour la premiére partie de ce travail, dans le chapitre 2, nous proposons une
courte présentation des notions mathématiques de base utilisées au long de ce travail
afin d’offrir au lecteur une meilleure compréhension quant a notre démarche.

Ensuite, dans le chapitre 3, nous présentons une revue des différents résultats

pertinents des autres recherches obtenus dans le domaine de I'immobilisation. Ainsi,

dans cette section de notre recherche, nous présentons les notions d’immobilisation

de premier ordre et I'immobilisation de deuxiéme ordre.
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Dans le chapitre suivant, nous presentons les notions nécessaires au développe-

ment des fonctions qui seront utilisés dans I’algorithme proposé par nous. Nous pro-

trique I’ensemble de positions valides induites dans I'espace des configurations par

les points obstacles.

Finalement, dans les trois derniers chapitres nous allons présenter nos propres

résultats. De cette facon, dans le chapitre o nous allons introduire la notion de glisse-

ment sur deux points et nous faisons les observations fondamentales les concernant.

Dans le chapitre 6, nous proposerons un algorithme glouton pour vérifier si un en-

semble de points sur le bord d'un objet immobilise ou non 'objet. Chapitre 7 présente

un algorithme optimal pour des données en position générale.



2.1 Points, droites, plans

Soit &€ - lespace Euclidien a deux dimensions R xR. Si ’espace Euclidien R xR est
muni d’un repére orthonormé direct noté R = (0,7,7), la position d’un point M est

spécifiée par un couple de nombres (zar, yar). Ces nombres sont appelés coordonnées

cartésiennes.

Notons que le repére R = (0,7, 7) est dit orthonormé si les axes du systéme de

coordonnées sont perpendiculaires, c’est-a-dire 7' L J, et 13| = ||7]l = 1.
Repére direct signifie que la notation des axes est choisie de telle sorte quune

rotation d’un angle de 90° de 'axe des x, ou axe des abscisses, dans le sens mathéma-

tique positif (sens inverse des aiguilles de montre) ameéne le demi-axe des x positifs

sur le demi-axe de y positifs. L’axe des y est appelé aussi I’axe des ordonnées.

[



CHAPITRE 2. PRELIMINAIRES MATHEMATIQUES

Soit Pi(x1,y1) et Ps(x4,ys) deux points du plan. La distance entre P; et P, est

calculée par le théoréme du Pythagore :

PPy = /(@2 — 212 + (v2 — 01)? 2.1)

Définition 2.1. Une droite affine est l’ensemble de points de coordonnées (x,y) tels

que :
ax + by +c =10, (2.2)
a,b,c€R, (a,b) # (0,0).
[’équation 2.2 est appelée [’équation cartésienne de la droite.
Etant donné deux points distincts du plan, P, P € R2 P, = (z1,Yy1), P» =

(z2,v2), P1 # P, 1l existe une seule droite contenant P; et Pp. On va la noter (P Ps)

ou (P,P,). L’équation de cette droite (cf. [1]) est la suivante :

(y — Y1) (T2 — T1) — (z — 1) (Y2 — y1) = 0. (2-3)

2.1.1 Droite orientée

Définition 2.2. Une droite sur laquelle nous avons choisi un sens est appelée droite

orientée.

. o ’ ’ ’ 1 ’ >
Une droite orientée [ sera dénotée par [. On va dénoter par P; P, le vecteur
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g : :
engendré par les points P, et P et par |P,P,| la longueur du vecteur. Si la droite

> : .
| = (P, P,) a été orientee dans le sens du vecteur Py P, on va dire que le sens positif

— >
de la droite [ est le sens du vecteur P F.

P
| 1

FIGURE 2.1 — Les demi-plans déterminés par la droite orientée |

Une droite orientée 1 divise le plan en deux demi-plans (voir Figure 2.1). Le demi-

— > : , ”
plan situé a gauche de [ avec P, P, orienté verticalement vers le haut est appelé positif

et le demi-plan situé a droite est appelé négatif. Pour trouver I'équation hessienne

=)
e

d’une droite orientée I, prenons un point P a la distance d de . Supposons que
est le point de projection de P sur I et R - le point de projection de P sur I’axe

7 (cf. Figure 2.2). Supposons que 7 est la droite orientée passant par l'origine et

A A

- 7

[.7) = 90°. Dénotons par ¢ l'angle (2,

—

normale a [, orientée de tel sorte que (

S|
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Finalement, supposons que p est une valeur telle que |p| est la distance de ’origine

‘ ——p

O de [ et p > 0 si Porigine O se trouve dans le demi-plan négatif engendré par [ et

p < 0 si origine O se trouve dans le demi-plan positif de f

FIGURE 2.2 — Forme hessienne (cf. [1]) de Péquation d’une droite v

Compte tenu que |

5B ~ O + I + QP - O + P

ar la projection du vecteur O? sur la droite orientée 77, on va obtenir :
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p+0+d=1z cosp+Y cos(p — m/2)

d=2x cosp+Yy sinp —p (2.4)

La valeur d est positive si le point P est situe dans le demi-plan positif de | et

négative pour les points situes dans le demi-plan négatif. Pour le point P situé sur

la droite I, on a que la distance d = 0. Donc, équation de la droite [ est la suivante :

r cosy+y sing —p=0. (2.5)

2.1.2 Polygones

Définition 2.3. Soit Pi(z1,v1), Pa(z2,Y2), deuz points du plan. Le segment orienté

[P, P,] est ’ensemble de points sur la droite orientée (PlPJ situés entre les points P

et Py. Le segment orienté [Py P] est défint par [’équation

[Plpg] — {(.’El -1~ t(SBQ = .’Iil), Y1 + t(yz = yl)) l t € [O, 1]} . (26) |

Pour ¢ = 0, on va obtenir le point P, et pour t = 1 le point .

Proposition 2.1. Un point P € [P P] si et seulement St |P1P| + |PP,| = | P Ps|.

Démonstration. 2.1 1). Si P(z,,y,) € [P1P,] alors 3t € [0, 1] tel que (zp,Yp) =
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(231 T t($2 _ xl)a Y1 T t(yQ T yl)) DOHC)

|P1P| T |PP1| — \/tQ((@ — 5'31)2 T (yz — yl)Q) T \/(1 "" t2)((392 — -’171)2 (y2 — y1)2)

(t + 1 - t)\/(il?Q —z1)2+ (y2 — %)’

[P, P|.

2) On doit prouver que P ¢ (P,Py] = |PLP| + |PP| = | P, Ps|.
2a) Si P ¢ (P, P), alors prenons point @ - la projection du point P sur la droite

(P,P,). On a |PP| > |PQ)| et |PP2| > |Q P, donc |P,P|+|PP,| > IPQ|+ QP =

| P, P|.
2b) Solt P¢ [Plpz] et P € (P1P2)
2b].) Ple[PPQ]Z?|PP2|>|P1P2|-——:>|P1P|+|PP2|>|P1P2|

2b2) PQE[PlP]:>|P1P|>|P1P2|:\7>|P1P|—|—IPP2|>|P1P2|

Soit Py, P, Ps, ..., P, m points distincts du plan.

Définition 2.4. On va dénommer polygone la figure sur le plan bornée par la suite
des m segments orientés [Png],[Png],...,[Pm_le],[PmPl]. On va dénoter ce poly-

gone par Py PyPs...Ppy,.

Les points {P; | i = 1,...,m} sont les sommets du polygone. Pour simplifier la no-

tation, par P,,,1 on va comprendre le point P;. Les segments orientes {[P,Piy1] | 1= 1,...
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sont appelés les cotés du polygone. La suite des cotés [Py P, [PoPs), -+, [Pr—1Pn], [P Pi]

s’appelle le bord du polygone.

Définition 2.5. Un polygone est dit croisé si 3i,5 € {1,2,...m}, e € {j — 1,5, +

1} tel que [P;Pi 1] N [P;Pjy1] # 0, c’est-a-dire, si au moins deur de ses cotés non

consécutifs se coupent.
Définition 2.6. Le polygone qui n’est pas croisé est appelé polygone simple.

Tout au longue de ce mémoire, par polygone, on va comprendre un polygone

simple.

A chaque sommet P; est associé un angle j‘: = (P,,;—}_’H;, HP;...?)

Pour chaque coté [P, P, 1|, on peut associer la droite orientée engendrée par les
points P, et P,.;. Ces droites orientées s’appellent cdtés prolongés du polygone. Le
bord du polygone délimite le plan en deux régions : une région bornée, appelée
Uintérieur du polygone, et une partie non bornée, appelée [l'extérieur du polygone.
On suppose que les sommets du polygone sont numérotés de telle sorte que dans
le voisinage du chaque coté [P;P,,,], 'intérieur du polygone se trouve a gauche du
segment orienté [P, P, 1| et I'extérieur du polygone se trouve a droite. On appelle
une diagonale du polygone un segment reliant deux sommets F; et P; du polygon_e,

i ¢ {j— 1,7+ 1}, ce qui veut dire que |P;P;] n’est pas un c6té du polygone.

Définition 2.7. On dit qu’un polygone est convexe si toutes ses diagonales appar-

tiennent a lintérieur du polygone.
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Proposition 2.2. Soit P, P»...P,, un polygone conveze et a;x + by +¢; = 0, 1 =
1,....m, les équations hessiennes des cotés prolongés du polygone. Lintérieur du

polygone P Ps...P,, est alors :

m

{(z,y) |Viel, .., mazx+by+c >0} = (M {(z,y) | a;x + by +c; > 0}
i=1

Définition 2.8. On dit qu’un polygone est concave s’il n’'est pas convexe.

2.1.3 Deéplacements

Définition 2.9. Une isométrie f : € — &£ est une application qui conserve les

distances, c’est a dire :
VA,B €&, |f(A)f(B)| = |AB

Proposition 2.3. Une isométrie est une fonction injective.

Démonstration. Soit f une isométrie. On doit prouver que f(A) = f(B) = A = B.
On sait que |AA| = 0 et que A # B = |AB| > 0, donc f(A) = f(B) = |f(A)f(B)| =

0.
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Puisque les isométries conservent les distances on a

|AB| = |f(A)f(B)| =0

AB|=0= A=DB.

Proposition 2.4. Une isométrie transforme un segment (respectivement une demi-

droite, une droite) en un segment ( respectz'vement une demi-droite, une droite).

Démonstration.

M € [AB] & |AM| + |MB| = |AB| <

< |f(AFM)] + | f(M)f(B)| = |f(A)f(B)| & f(M) € [f(A)f(B)

f(M) € [f(A)f(B)] = f([AB]) C [f(A)f(B)].
Soit N € [f(A)f(B)], donc |f(A)N| < |f(A)f(B)| = |AB|. Sur le segment, on va
choisir le point M € [AB] de sorte que |AM| = |f(A)N|.
[AB| = |f(A)f(B)]
AB| = |AM| + |M B|
On a = f(M) = N donc f[AB] = [f(A) f(B)].
[f(A)f(B)| = |f(A)N|+ |Nf(B) '

AM| = |f(A)N]




CHAPITRE 2. PRELIMINAIRES MATHEMATIQUES 16

Proposition 2.5. Une isométrie est une fonction bijective.

L’isométrie Id : £ — &, Id(A) = A, VA € & est appelée l'identité.
On dit qu’une isométrie f : &€ — &£ conserve les angles orientés des vecteurs ou

conserve [’orientation si, pour tous points A, B, C € & distincts, on a :

(AB,AC) = (f(A)f (B}, F(A)F(C))

Définition 2.10. Un déplacement ou une isométrie positive est une isométrie qui

conserve ['orientation.

On note Is™ (&) '’ensemble des déplacements du plan €.

2.1.4 Exemples des déplacements

Translations

Soit R1 = (O1,7,7) et Ry = (03,7, 7) deux systémes de coordonnées distincts. R4
de coordonnées x et y et Ry de coordonnées n et &, et l'origine Oy de Ry a pour
coordonnées (a,b) dans R;. Le méme point P a pour coordonnées (x,y) dans R, et

(n, &) dans Ry (voir Figure 2.3). Les formules pour transformation de coordonnées
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par translation sont (cf. [1]) :

(z,y) = (a,b) + (1, §) (2.7)
(n,€) = (z,y) — (a,b) (2.8)
i P(x,y)
P(T]a ﬁ)
y

FIGURE 2.3 — Translation de coordonnées par translation (cf. [1])

Rotations

Soit Ry = (0,1,)) et Ry = (O,'Z j) deux systémes de coordonnées distincts. Le

systéme R, de coordonnées (7,£) est obtenu du systéme R, de coordonnées (z,y)
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par une rotation d’angle 1 autour de 'origine O. Soit P un point de coordonnées
(z,v) dans le systéme R, et (n,&) dans le systéme Ry (voir Figure 2.4).
Pour obtenir les formules de transformation de coordonnées par la rotation du

systéme (x,vy) d’un angle 1, on va projeter O—Ig sur ’axe des x et sur 'axe des y.

Yy
P(x,y)
S % _ 4 P(&, 77)
) o Ui

FIGURE 2.4 — Rotation d’un systéme de coordonnées cartésiennes (cf. |1])

. s
On observe que OP — OF; + f? [’abscisse du point P dans le systéme de

coordonnées R, la valeur de z, est la projection du vecteur Oﬁ sur ’axe Oz. Donc,

r=0A=0C+CA = €£cosy —nsiny. L’ordonnée du point P dans le systéme de

coordonnées Rq, la valeur de vy, est la projection du vecteur 07 sur I’axe Oy. Donc,
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y=0B=0D+ DB = £sin1 + ncos.

- —sinYy cosy
cosy —siny ‘
(& n)=(a. o) 2.10)
siny  cosY

Observation 2.6. La rotation autour d’un point quelconque R(xg,yr) peut étre vue

comme une rotation de méme angle autour de 'origine O suivie par une translation.

Proposition 2.7. Soit f : € — &€ une isométrie, et M, N € £ deux points distincts

quelconques et fixés. L’isométrie f est bien défini si on connait les valeurs f(M) et

f(N).

Démonstration. Soit M' = f(M), N' = f(N) et P € £ un point quelconque. Sur
la valeur (position) du M’ on n’a aucune restriction, par contre, le point N’ doit se
trouver a une distance égale a |MN| du point M’. Dans 'espace &, I'ensemble de
points satisfaisant a cette condition est un cercle. Le point f(P) doit se trouver a la
distance |MP| du M’ et a la distance |NP| du N'. Par conséquent, il se trouve a
I'intersection de deux cercles et, aussi, il doit conserver I’orientation.

Donc, f(P) se trouve a l'intersection du cercle de rayon |MP| centré au M’ et

du cercle de rayon |NP| centré au N'. Cette intersection n’est pas vide puisque
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IMN| < |MP|+ |PN| (la propriété de la fonction distance). Elle contient un seul

point si le point P se trouve sur la droite MN et deux points si P ¢ MN. Parmi

les deux points, une seul position (point) conserve I'orientation, donc il est bien

déterminé par M’, N', IMP|, |NP)| et 'orientation d’angle MNP.

Théoréme 2.8. IsT (&) est formé des translations et des rotations.

Démonstration. Les translations et les rotations sont les déplacements puisqu’elles
conservent la distance et Uorientation. On doit prouver qu’elles sont les seules deé-
placements possibles. Soit A, B,C' € &, trois points distincts, et ¢ : E — &£ un

déplacement. Supposons, que A’ = ¢(A), B' = ¢(B), C" = ¢(C) (voir Figure 2.5).

- > | — _
Si AA’ = BB’ alors © est une translation de vecteur AA’ (AA'B’'B est un parallélo-

gramme).

— 7
Si[AA'] || [BB') et AA" # BB’ alors @ est une rotation autour du point d’intersection
(AA") N (BB'). (AA'B’A est un trapéze isocéle).
Si [AA'] Jf [BB'] alors on note D le point d’intersection de la médiatrice du segment

[AA’] et de la médiatrice du segment [BB'|.
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FIGURE 2.5 — Déplacement (cf. [17])

D = médiatrice du segment [AA’] N médiatrice du segment [BB'| = |DA| =
IDA’| et |DB| = |DB'|.
© est un isométrie = |AB| = |A'B’|, |AC| = |Ap(C)| et |BC| = |Bp(C)|.
p(C) se trouve a l'intersection : C(A’, |AC|)NC(B’,|BC]). Par la notation C(A’, |AC])

on comprend le cercle de centre A’ et de rayon égal a |AC'|. Cette intersection n’est

pas vide puisque |AC|+|CB| > |AB]|. Puisque ¢ est un déplacement = (zﬁ, xﬁ) =

— ]
(A’B’,A’(p(CS). Soit {C’,C"} = C(A',|AC|) N C(B',|BC|). On note C" le point qui
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—3 —3. = - = —)
conserve 1’orientation du I'angle (E, E), c’est a dire que (E, E) = (A'B',A'C").

Si |AC|+ |CB| = |AB] alors l'intersection contient un seul point qui conserve l’orien-
tation.
DA| = |DA’|

DB| = |DB'| { =24 DAB =A DA'B’

AB| = |A'B'|

Donc = A’ et B’ sont obtenus par une rotation d’angle ADA’ autour du point D.
IDA| = |DA"

DC| = |DC'| ¢ =4 DAC =A DA'C

AC| = |A'CY]

Donc = A’ et C" sont obtenus par une rotation d’angle ADA’ autour du point D.

= A’, B’ et (" sont les images du points A, B et C obtenues par une rotation d’angle

ADA’ autour du point D.

2.2 Théoréme de Helly

On utilisera le théoréme suivant :

Théoréme 2.9 (Théoréme de Helly [16]). On consideére une famille finie de n en-
sembles convexes X1, Xo,..., X, de R* (ot on suppose que n > d+ 1). On suppose
que, pour tout choix de d + 1 convexes parmi X, Xo,...,X,, ces d+ 1 convexes se

rencontrent. Il existe alors un point qui appartient a tous les X;.
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2.3 Programmation linéaire si la dimension est constante

Le théoréme qui suit est attribué a Nimrod Megiddo 111].

Théoréme 2.10. Soit donnée une fonction linéaire

f(.’L'l,"' ,.CUk) — A1X1 + aoxo + ¢ + ATk (211)
ainst que n inéquations
10 + a11T1 + a12T2 + -+ - + aiZi = 0
(2.12)

a0+ A ZT1 + AnaTo + -+ + kT 2 0

1l existe un algorithme qui fonctionne en temps O(n) qui calcule le mazimum de la

fonction 2.11 en respectant les contraintes 2.12.



Chapitre 3

Etat de Part

Dans ce chapitre, nous nous proposons de faire un survol de 1’état d’avancement

des connaissances en lien avec la problématique de recherche qui a été précisée dans

le premier chapitre.
Le probléme d’immobilisation est un probléme étudié depuis plus de 130 années.

La premiére définition de la notion d’immobilisation (def. 3.1) d’un objet a I'aide des

points d’obstacle mis sur le bord d’objet a éte formulée par Franz Reuleaux [17] en

1876.

Soit un objet dans I’espace physique modélisé R", oun € {2,3}. Un objet est un

sous-ensemble compact et fermé inclus en R™. Les seules transformations permisses
sur l'objet sont des mouvements rigides. Dans 1’espace physique il v a des obstacles

qui restreignent ’ensemble de mouvements permisses pour l'objet.

Tout au long de ce travail, une figure sera modélisée par un polygone P =|P, P, Ps...

24

P.|C
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€. et I’ensemble de points d’obstacle, ot on a droit des placer les doigts d’un robot,

sera modélisé par un ensemble O fini de points fixés,

() = {OZ | O@ = SﬂBord(P),zzl,,n}

Définition 3.1. On dit que l’ensemble de points d’obstacle O constitue une fermeture

de forme pour le polygone P si O empéche tous les mouvements du polygone P.

Mason [10] a proposé une méthode d’analyse oraphique pour vérifier si 'ensemble
O met le polygone P dans la fermeture de forme. Cette méthode est basée sur deux
observations simples. La premiére observation statue que pour touts les mouvements
qui ne sont pas des translations il existe un point ayant une vitesse nulle a chaque

instant (voir Figure 3.1). Ce point est appelé centre instantané de rotation (CIR).

FIGURE 3.1 — Centre instantané de rotation
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Clette observation permet de voir chaque mouvement comime une rotation autour
de CIR.

La deuxiéme observation est que pour un point d’obstacle mis a l'intérieur d’un
coté du polygone P, on peut diviser le plan en deux demi-plans ouverts et une droite
tel que pour tous les points du meéme demi-plan, les rotations dans le meéme sens
sont possible. Soit O; un point d’obstacle mis sur un coté du polygone. On- dénote
par 1(O;) la droite normale au bord et orienté vers l'intérieur du polygone. Si on
suppose que la droite [(O;) est orientée vers le haut (voir Figure 3.2) alors autour de
chaque point situé dans le demi-plan gauche les rotations dans le sens trigonomeétrique
direct (ou sens anti-horaire) sont possibles parce qu’aprés une petite rotation le
point O; s’éloigne de polygone. Par contre, les rotations dans le sens trigonomeétrique
rétrograde, ou sens horaire, ne sont pas possibles parce qu’elles sont empéchées par

le point O;.

1(O)

NI

FIGURE 3.2 — Les effects d’un point d’obstacle mis a l'intérieur d’un coté
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