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Résumé

d'accomplir 

certaines actions t  comme celle de maintenir un objet dans une position 
e manipuler. Ainsi, le domaine de 

champ important de la robotique qui joue un r 
d'un produit de qualité. 

Dans cette étude, nous sommes intéressés à 1' 
lisation de figures lorsque l'ensemble de positions 
1s roints d'immobilisation est imposé au Cépart. Plus Plécisément nntre attention 

L'objectif principal de cette recherche a deux volets. Le 
recherche d'un algorithme qui vérifie si un ensemble donné è e points immobilise un 

La plupart des robots d'aujourd'hui sont programmés en vue 

fixe pour pouvoir 1
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objet, tandis que le second est basé 
un petit sous-ensemble de points d'i 

sur la recherche d'un algorithme qui trouve 
mmobilisation. Nous proposons une approche 

géométrique, car nous allons analyser l'ensemble de positions valides induites dans 
l'espace des configurations par les points obstacles. Nous donnons trois algorithmes 
pour vérifier si un ensemble de points sur 

-	-	•	 I	 1

le bord d'un objet immobilise ou ion 
l'objet. Le premier algorithme est optimal, mais ii fonctionne quand les données sont 

en position g e nérale. Les deux autres algorithmes, l'algorithme glouton, 
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s , exé laboré,cutant en temps O(n	 t 1 , algorithme plus e, 	marchant en temps 

O(n log n), fonctionnent pour des données quelconques. A notre connaissance, aucune 
autre algorithme pour ce problème d'immobilisation n'est connu dans la littérature., 
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Abstract 
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Most today robots are desi*gned to perform some predefined tasks i e.g. to hold 

in order to manipulate it. 

. Immobilization became an i 

the oblect at stable position 

mob1*1ization of the objects

T,hese operations require im-

mportant domain of robotics 

indispensable in efficient design of quality productse 

In the present work we study the problem of object immobilization when the set 

of i*mMobilization points is known to be put in advance on the object 4 s boundarye The 

Il of this work is two-fold. Firstly, we give an efficient algorithm verifying 

if the polygon 

main goa
q,pcnndlv, o-ur a1gorithm outputs a small subset of 

points, which is sufficient for immobilization. Our arproach is geometric, since we 
figuration space. 

le We give three algorithms. The first algorithm, an optimal one, works for general case 

of input data. The other two, a greedy 0(n3 ) algorithm and a more sophisticated 

O(n log n) one, work for any input data. 

According to our knowledge, no algorithm concerning the problem stated above 

has been ever studied in the research literature on polygon immobilizatione 
0 

is immobilized . 

geometrically analyze the set of free polygon positions within the con



Chapit 1 re  

Introduction 

La plupart des robots industriels d'aujourd'hui sont programmés en vue de réaliser 

des tâches précises, comme le fait de maintenir un objet dans une position fixe ainsi 

que la manipulation et le déplacement des objets, et tout cela afin de faciliter diverses 

opérations. 

Des opérations telles que le contrôle du processus de manipulation ou bien le 

maintien d'un objet dans une position fixe demandent que les objets soient immobi- 

lises. Dans ce contexte, immobili ser un objet signifie placer les doigts des bras d'un 

robot sur la surface de l'objet pour empêcher quelconque mouvement. En effet, dans 

des situations pratiques, l'utilisation future d'un objet fabriqué impose de restrictions 

sur les endroits où le robot peut mettre ses doigts. Ces restrictions peuvent être en- 

ffendr è  es. r ar exemple, par l'existence des zones fragiles ou des zones réservées pour 

d'autres ope' rations. La recherche a montré que, si l'ensemble de points représentant 

2 

I
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3 CHAPITRE 1. INTRODUCTION 
.* 

les endroits où il est permis de mettre les points d'obstacle est connu est important 

de trouver un sous-ensemble de points qu ,immobilise  un objet. Peut-on dire qu'il y 

a toujours un sous-ensemble de points qu i immobilise un objet? 

Dans cette recherche, nous nous sommes inter%asses à l'analyse du problème d'im- 

mobilisation de figures lorsque l'ensemble de positions à partir duquel on peut choisir 

les points d'immobilisation est imposé au départ. Plus précisément, notre attention 

porte sur le problème de l'immobilisation de figures au cas ou l'ensemble de points 

d'obstacle est restreint à un ensemble fini de positions sur le bord de figures. 

L'objectif principal de cette recherche a deux volets. Le premier est basé sur la 

recherche d'un algorithme efficace qu j vérifie si un ensemble donné de points inimobi- 

lise un objet. Quant au deuxième, nous proposons un algorithme qui trouve un petit 

sous-ensemble de points d 'immobilisation parmi les positions possibles. D'ailleurs, le 

domaine de l'immobilisation est devenu un champ très important de la robotique qui 

joue un rôle primordial dans la construction efficace d'un produit de qualité,, 

1.1 Le Problème 

'	Un polygone P sera défini par l'ensemble ordonné de points SI,  8 • . . S,, SUI* 

le plan qui représente ses sommets. Sur le périmètre du polygone P est placé un 

ensemble de points d'obstacle O tOi, • . . , 0,,1 dans positions différentes des som-

mets du polygone. Considérons une classe de mouvements du polygone (contenant



il
en contact continue avec 
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même les mouvements infinitè  simalement, petits) pendants lesquels les points d'obs-

tacle restent immobiles. Le polygone est immobilisé si et seulement s'il n'existe pas 

un mouvement pendant lequel un point d'obstacle pénètre l'intérieur du polygone P. 

Dans ce mémoire, nous construisons un algorithme de décision vérifiant siun 

polygone est bien immobilisé par un ensemble de points d'obstacle. 

1.2 Les Contributions 

Dans ce mémoire, nous donnons trois algorithmes vérifiant l'immobilisation du 

polygone donné. Tous les trois algorithmes sont basés sur l'analyou des certaines 

types de mouvements nommés glissements. Un glissement est un mouvement du 

polygone durant lequel deux côtés du polygone restent 

le 
deux points d*obstacle, respectivement. Il s*avère qu

1 à la place d'analyser un nombre 

infini de mouvements qui peuvent faire échapper le polygone de sa position initiale 

il est suffisant de considérer n 2 n	 vements de glissements. Le polygone est 

immobilisé si et seulement si aucun glissement ne peut faire échapper le polygone. 

Notre mémoire présente trois algorithmes vérifiant l'immobilisation du polygone. 

Le premier algorithme, basé sur la programmation linéaire, solutionne le problème 

quand les données de départ sont en position générale. Polygones générés de façon 

aléatoire sont en position générale. Cet algorithme fonctionne en temps O (n). 

Le deuxième algorithme est un algorithme glouton qu i vérifie s'il existe ou non
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un glissement d'échappement, c'est à dire un glissement qui n'est pas empêché par 

aucun point d'obstacle. Vu que l'on a 0(n2 ) glissements et 0(n) points d'obstacle, 

l'analyse exhaustive conduit à un algorithme fonctionnant en temps 0(n3). 

Le troisième algorithme vérifie s'il existe un glissement d'échappement par une 

ôté qui 

contient le point d'obstacle. On observe qu'il existe un traitement en temps 0(n) 
méthode plus efficace. On traite les points d'obstacle en ordre angulaire de e 

qui détermine s'il y a une ce llule d'échappement dans l'espace de configurations. La 

complexité de cet algorithme est O (n log n). 

Selon nos connaissances, aucun al gorithme pour ce problème n'est connu dans la 

littérature. En conséquence, tous les trois algorithmes présent és dans ce texte sont 

nouveaux., 

1.3 Le contenu 

Pour la première partie de ce travail, dans le chapitre 2, nous proposons une 

courte présentation des notions mathématiques de base utilises au long de ce travail'  

afin d'offrir au lecteur une meilleure compréhension quant à notre démarche. 

Ensuite, dans le chapitre 3, nous présentons une revue des différents résultats 

pertinents des autres recherches obtenus dans le'dornaine de l'immobilisation. Ainsi, 

dans cette section de notre recherche, nous présentons les notions d'immobilisation 

de premier 	ordre  ordre et l*immobilisation de deux.



CHAPITRE 1. INTRODUCTION
	 en 

n 

Dans le chapitre suivant, nous présentons les notions nécessaires au d

p. 

ment des fonctions qu  seront utilisée s dans l'algorithme proposé par nous,, Nous pro- 

posons une approche géométrique, car nous allons analyser d'un point de vue géomé.
	 in 

trique l'ensemble de positions valides induites dans l'espace des configurations par 

les points obstacles. 

Finalement, dans les trois derniers chapitres nous allons présenter nos propres 

résultats. De cette façon, dans le chapitre 5 nous allons introduire la notion de glisse-

ment sur deux points et nous faisons les observations fondamentales les concernant. 

Dans le chapitre 6, nous proposerons un algorithme glouton pour vérifier si un en-

semble de points sur le bord d'un objet immobilise ou non l'objet. Chapitre 7 présente 

un algorithme optimal pour des données en position générale.

n 

L;



Chapitre 2 

Préliminaires

4 

inathématiques 

2101 Points, droites, plans 

Soit E - l'espace Euclidien à deux dimensions R X R. Si l'espace Euclidien R x R est 

muni d'un repère orthonormé direct notée IZ (O, ï j) , la position d'un point M est 

spécifiée par un couple de nombres ( xM , YM) . Ces nombres sont appelés coordonnées 

cartésiennes. 

Notons que le repère R	(O, i j) est dit orthonormé si les axes du système de 
- 

et h i ll	hill	1. coordonnées sont perpendi*cUlaires,  c  

Repère direct
lesignifie que la notation des axes est chosie de telle sorte qu'une 

rotation d'un angle de 90 0 de l'axe des x, ou axe des abscisses, dans le sens mathéma- 

tique positif (sens inverse des aiguilles de montre) amène le demi-axe des x positifs 

sur le demi-axe de y positifs. L'axe des y est appelé aussi l'axe des ordonnées. 

7
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	 r,] 

Soit! 1 (x i , yi ) et p2( x21Y2) deux points du plan. La distance entre P1 et P2 est 

calculée par le théorème du Pythagore 

s

p1P2
	(x2- x 1 ) 2 I (Y2	 Yl) 2

	
(2.1) 

Définition 2.1. Une droite affine est l'ensemble de, points de coordonnées (x, y) tels 

que :

ax	by	c	O,	 (2-92) 

a b c	a b) f(O,O). 

L'équation 2.2 est appelée l'équation cartésienne de la droite. 

Étant donné deux points distincts du plan, Pi , P2 E R2 , Pi	(Xi, Yi), P2 

(X2 i  Y2), Pi / P2 , il existe une seule droite contenant Pi et P2 . On va la noter (Pl P2) 

ou (P2 P,). L'équation de cette droite (cf. f11) est la suivante : 

(y	Yl) (X2	x 1 ) - (x - Xl)(Y2	y* )	O.	 (2.3) 

2.1.1 Droite orientée 

Définition 2.2. Une droite sur laquelle nous avons choisi un sens est appelée droite 

orientée.

-3 

Une droite orientée 1 sera dénotée par Z . On va dénoter par P1 P2 le vecteur 

LI



est la droite orientée passant par Supposons que i i- (cf. 

normale à 1 orientée de tel sorte que pl' Dénotons par 
-4 

(l,)	90°.

l'origine et 

angle (ï ). 

Figure 2.2).

CHAPITRE 2. PRELIMINAIRES MATHÉ-MATIQUES	
9 

z (PlP2 ) a été 

de la droite f est

I i P la longueur du vecteur. Si la droite 

orientée dans le sens du vecteur P1P2, on va dire que ie sens positif 

le sens Pdu vecteur 1 P2. 

engendré par les points Pi et P2 et par

-4 

FIGURE 2.1 Les demi-plans dé* terminée s par la droite orientée t 

é 
-# 

plan situé à gauche de 1 avec Pi P2 orienté verticalement vers le haut est appelé PUOI/tif 

Une droite orient divise le plan en deux demi-plans (voir Figure 2.1).  Le demi-

l'équation hessienne 

2-: Supposons que Q 

et le demi-plan situé à droite est appelé nég atif. Pour trouver 

d'une droite orientée Z, prenons un point, P à la u1buai-d dce	e 

est le point de projection de P sur r et R - le point de projection de P sur l'axe 



'j 

Î 

0 
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	 10 

Finalement, supposons que p est une valeur telle que ipl est la distance de l*origine 
-9 

o de r et p > O si l'origine O se trouve dans le demi-plan négatif engendré par Z et 
-9 

p < O si l'origine O se trouve dans le demi-plan positif de Z. 

j

FIGURE 2 - Forme hessienne (cf. [1]) de l'équation d'une droite 

Compte tenu que

dI O.L LQ	7 -1 RÉ

btenir par la projection du vecteur	sur la droite orientée , on va o 	:
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.M 

lu

	

p 0 d x cos ^o Y cos 	/2) 

d	x cos ço - 1 y sin sO p
	 (2,94) 

La valeur d est positive si le point P est situé dans le demi-plan positif de let 

négative pour les points situés dans le demi-plan négatif. Pour le point P situé sur 

la droite 1 *, 	a que la distance d O. Donc, l'équation de la droite Z est la suivante: 

X cos V I
	sinço p	o.	 (2.5) 

0 

2.1.2 Polygones 

Définition 2--3- Soit Pl (xi, y' ), P2 (X2, y2), deux points du plan. Le segment orienté 

[ p1 P2 ] est l*ensemble de points sur la droite orientée (P1 P2 ) situés entre les points Pi 

et P2 . Le segment orienté [P1 P2] est défini par l*équation

1 

[Pl P21	{(x 1 I t(X2 - x1 ), Yi I t(Y2	y')) I t E [O, 1]}.	(2,e6) 

Pour t O, on va obtenir le point Pi et pour t - 1 le point P2. 

Proposition 2.1. Un point P E [P1 P2] si et seulement si 1 pip i I IPP21	1P1P21. 

Démonstration. 2.1 1),0 Si P(X l yp) E [Pl P21 alors 3t E [0,1] tel que (xp, yp) 

.	 j
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(x i	t(X2	X l), Y i t(Y2	Yi)) . Donc, 

I P1 P l L 1PP11V
Ft2((x2 - x 1 ) 2 + (y 2 - Y 2 ) I

	t2 (X2	x 1 ) 2 I (Y2 Yl) 2) 

(ti1t) (x2 - x 1 ) 2 L (Y2 Yl)2 

1P1P21. 

2) On doit prouver que P IP1 P2) IPPl I PP2	IPlP2I. 

P2 ), alors prenons point Q 2a) Si P (P1 - la projection du point P sur la droite 

(Pl P2 ). On a I PP l > I P1QI et IPl 2 I > 1QP21, donc IPiPi IIPP21 > l PlQi I IQP21 

1P1P2L 

2b) Soit P [Pl P21 et P E (Pl P2),o 

	

2b1) Pi E [PP21	P P2 f > LP1P2 I IP1PI t IPP21 > lPlP21 

	

2b2) P2 E [PiP]	j1Pj > 1P1 P2 I	1P1 PI V IPP21 > IP^IP21
H 

Soit P1 , P2 1 P3 , . . . , Pm m points distincts du plan,. 

Définition 2.4. On va dénommer polygone la figure sur le plan bornée par la suite 

des m segments orz
aentés p1 p21 [P2 P3 ), . . . ,[PmiPm], [PMpli, On va dénoter ce poly- 

gone par PlP2P3,,,,,.pM 10 

Les points tp L i 1 , . . . , m} sont les sommets du polygone. Pour simplifier la no- 

tation, par Pm+i on va comprendre le point Pl . Les segments orientés ilpp+i] I i - 1 , . . . , m 1 

(1

0
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sont appelée s les côtés du polygone. La suite des cotés «PP1 P2 ] , [P2 P3 ] , • . . , Il miPm] , pmP1] 

s'appelle 1e bord du polygone., 

ëdfinïtïon 2.5. Un polygone est dit croise sz 3z i j
	

Il , 2, ...,mi, i 

1} tel que [Pipi- i n p .] 	[ F!+*] / 0, c*est-a -dire, si au moins deux de ses côtés non 

consécutifs se coupent. 

e,o finïtïon 2.6. Le polygone qu i n*est pas croisé est appelé polygone simple. 

Tout au 1ongue de ce mémoire, par polygone, on va comprendre un polygone 

simple.
> 

A chaque sommet i 2 est associé un angle P (pp +1, Pipi 1) 

Pour chaque côté [PiPi+,], on peut associer la droite orientée engendrée par les 

points Pi et Pi+ ,. Ces droites orientées s'appellent côtés prolongés du polygone. Le 

bord du polygone délimite le plan en deux régions : une région bornée, appelée 

Il

	du polygone, et une partie non bornée, appelée l'extérieur du polygone. 

on suppose que les sommets du polygone sont numérotés de telle sorte que dans 

le voisinage du chaque côté[Pi P+ 1 ] l'intérieur du polygone se trouve à gauche du 

segment orienté [PiPi+ l l et l'extérieur du polygone se trouve à droite. On appelle 

une diagonale du polygone un segment reliant deux sommets Pi et Pj du polygone, 

j e{i .1, j I 1}, ce qui veut dire que [PiPjl n'est pas un e 

Définition 2.7. On dit qu*un polygone est convexe si toutes ses diagonales appar-

0 tiennent à l'intérieur du polygone.

ôtée  du polygone.,
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Proposition 2.2. Soit PlP2...P,,, un polygone convexe et ax I biy I c	O, i 

1, ..., m, les équations hessiennes des côtés pro1ongés du polygone. L 'intérieur du 

polygone Pl P2 ... Pm est alors 

f(xi Y) 1 Vi E 1,...,m,ax I biy I ci > O}
	

n 1(x l Y) ax I biy I ci > 01 
i=1 

Définition 2.8. On dit qu'un polygone est concave s'il  n'est pas convexe. 

2e1163 Déplacements
1 

Définition 2.9. Une isométrie f : E > E est une application qui conserve les 

distances, c'est à dire :

VA, B E E, if ( A)f (B)l IABI 

Proposition 2.3.  Une tsotrie rné 	est un e fonction injective. 

Démonstration. Soit f une isométrie. On doit prouver que f(A) f(B) = A B. 

On sait que IAAI O et que A / B = IABI> O, donc f(A) f(B) = If(A)f(B) 1 --- 

o.

4



cl 
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Puisque les isométries conservent les distances on a 

IABI(A)f(B)	O 

IABIO =:> A Be

L 

Proposition 2.4. Une isométrie transforme un segment (respectivement une demi- 

droite, une droite) en un segment (respectivement une demi-droite, une droite). 

Démonstration.

M E [AB] <--- IAMII IMBI  

4 	i 	f(A)f(B) 1<>f(M) E [f(A)f(B)] 

f(M) E f A f B)] =	 AB - ) c f A f B)]. 

Soit N E [f(A)f(B),-, donc 	<	 AB. Sur le segment, on va 

choisir le point M E [AB] de sorte que I AM I if 
A 	f (A)f (B)i 

On a 
A
	I AMII MB	

= f(M) N donc f[AB] [f(A)f(B)]. 
f(A)f(B) If

(A)N i  

IAMI(A)N 

I
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Proposition 2.5. Une isométrie est une fonction bzJective. 

L'isométrie Id: E > S i Id(A) A, V,4 E E est appelée l'identité. 

on dit qu'une isométrie f : E -+ E conserve les angles orientés des vecteurs ou 

conserve l*orz-entatz-on  si, pour tous points A, B, C e E distincts, on a : 

(A A	(f(A)f(Bf(A)f(C5). 

Définition 2.10. Un déplacement ou une isométrie positive est une isométrie qui 

conserve l*orientation. 

On note Is+(E) l'ensemble des déplacements du plan E. 

2.1.4 Exemples des déplacements 

Translati*ons 

Soit R,1	 0 J71 et 72	(02 , 7f, j) deux systèmes de coordonnées distincts. 7Z, 

de coordonnées x et y et 7Z2 de coordonnées TI et , et l'origine 02 de R2 a pour 

coordonnées (a, b) dans 7?1 . Le même point P a pour coordonnées (x, y) dans 7Z, et 

(iî,  ) dans 1v-2 (voir Figure 2.3). Les formules pour transformation de coordonne` es
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par translation sont (cf. [1]) :

(x , y )	(a,b) I (7î,	 (2.7) 

(17,e)	(xy)	(a,b)	 (2,08) 

FIGURE 2 - Translation de coordonnées par translation (cf,. [1]) 

Rotations 

Soit 7z,	(O, ï j) et 7Z2	(O, Z, 3) deux systèmes de coordonnées distincts. Le 

système7Z2 de coordonnées (ij, e) est obtenu du système 7Z, de coordonnées (x, y) 

[J
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par une rotation d'angle *b autour de l'origine O. Soit P un point de coordonnées 

(X , y) dans le système 7Z, et (îj, ) dans le système 7Z2 (voir Figure 2.4).	 'M 

our obtenir les formules de transformation de coordonnées par la rotation du 

système (x, y) d'un angle '/', on va projeter	sur l'axe des x et sur l'axe des y 0 

P (X i Y) 
P	TI ( fq) 

1

e 

I 
X-  

W001,	 j 

-4. 

-4. 
-4. 

-4. 

 d'un système de coordonnées cart ésiennes (cf. II']) I	E 2

--; -f -; on observe que Or	OPe I Pet* . L'abscisse du point P dans le systeme de 

coordonnées 7Z I , la valeur de x, est la projection du vecteur OÉ sur l'axe Ox. Donc, 

X 0,4 OC I CA	cos e rj sine. L'ordonnée du point P dans le système de 

coordonnées 7Z, , la valeur de y, est la projection du vecteur OÉ sur l'axe 0Y . Donc,



 W- 
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y OB—OD DB	sin ^b q cos e.
r*-

(, y )	(e , Ti ) cos e 

sin/i
sine 
cos e

(2,09) 

( 
e1 Ti )	(, X y )

cos +ib 

0 
sine

sin/i 

cos e
(2.10) 

Observation 2.6. La rotation autour d*un point quelconque R( XRi YR) peut être vue 

comme une rotation de même angle autour de l*origine O suivie par une translation. 

Proposition 2.7. Soit f : E ---> E une isométrie, et M, N E E deux points distincts 

quelconques et fixés. L *isométrie f est bien défini sz- on connaît les valeurs f(M) et 

f (N) 0 

Démonstration. Soit M* f (M) 1 N* f(N) et P E E un point quelconque. Sur 

la valeur (position) du M* on n'a aucune restriction, par contre, le point N* doit se . 

trouver à une distance égale à IMNI du point M*. Dans l'espace S i l'ensemble de 

points satisfaisant à cette condition est un cercle. Le point f(P) doit se trouver à la 

a distance- INPI du N. Par conséquent, il se trouve à 
I	 p 

l'intersection de deux cercles et, aussi, il doit conserver l'orientation. 

Donc, f(P) se trouve à l'intersection du cercle de rayon I MPI centré au M* et 

du cercle de rayon I NPI centre`  au N. Cette intersection n'est pas vide puisque 

distance I MPI du M* et à 1
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IMNI < IMPI I PNI (1a propriété de la fonction distance) . Elle contient un seul 

point S*el le point P se trouve sur la droite MN et deux points si P MN. Parmi 

les deux points, une seul position (point) conserve l'orientation, donc il est bien 

déterminé par M*, N*, imp i l INPI et l'orientation d'angle MNP.

[	I
- 

Théorème 2.8. Is (E) est JO Mé des translations et des rotations. 

D 	translations et les rotations sont les déplacements puisqu1iles 

conservent la distance et l'orientation. On doit prouver qu'elles sont les seules dé-

placements possibles. Soit A, B I C E E, trois	p oints	distincts, et p : E > E un 

déplacement. Supposons, que A' ço(A), B	JJ) C' ço(C) ( 

>	> 
S Ai4* BBI 

gramme).

voir Figure 2.5). 

alors 'p est une translation de vecteur 4A' (,4A*B*B est un parallée lo-

si [44'] H IBB 1-
> 

et AA' / BB* alors p est une rotation autour du point d'intersection 

(AA') n (BB') . (AA B A est un trapèze	 ele). 

Si [AA'] H* IBB* -  alors on note D le point d'intersection de la médiatrice du segment 

[AA 1 
1 et de la médiatrice du segment [BBI].
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E2.5	éplacement (cf. [17]) 

médiatrice du segment	médiatrice du segment 

1 DA* et 1 DB 1	1DB I 1 le 

'p est un isométrie = AB	A'B'i 1 AC 
1	114çO(C) I et IBCIB(P (C) . 

ço (C) se trouve à l'intersection : c (A, 1 IACI) nC (B , 1 B 	. Par la notation C (A*, I 

on comprend le cercle de centre A* et de rayon égal à AGI • Cette intersection n'est 

pas vide puisque AC I CBI > ABL Puisque est un déplacement	(,A) 

(AI BI ,A'(C5). Soit {C', C"} C(A', 1ACD n C(B', BC). On note C' le point qui 



c'est à dire que conserve l'orientation du l'angle
.............. .............. 
(AÉ 1 AÔ) (Â ,À) (A'B A 1 c). 
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Si IACI I ICBI alors l'intersection contient un seul point qui conserve l'orien-

tation. 

DAI 

DBI	
1 =A DAB A DA'B' 

AB 	1 J 
Donc = A' et B' sont obtenus par une rotation d'angle 4DA I autour du point D. 

IDAI 

IDCI	=A DAC A DA'C' 

I ACI	1A/ C/ 1 J 
Donc = A' et C' sont obtenus par une rotation d'angle ADAI autour du point D. 

= A', B' et C' sont les images du points A, B et C . obtenues  par une rotation d'angle 

ADA I autour du point D.	 131 

2,,2 Théorème de 1-1-elly 

on utilisera le théorème suivant 

Théorème 2 (Théorème de Helly [161). On considère une famille finie de n en- 

sembles convexes X1 , X2 , . . . , Xn de R' (où on suppose que n > d I 1). On suppose 

que, pour tout choix de d I 1 convexes parmi Xi , X2 , . . . , Xny ces d I 1 convexes se 

rencontrent. Il existe alors un point qui appartient à tous les X.

I 

U
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2.3 Programmation linèaire si la dimension est constante

,M 

Le théorème quj suit est attribué à Nimrod Megiddo [11]. 

Théorème 2.10. Soit donnée une fonction Itnéaire 

f (x 1 , s • S , Xk)	a ix, 1 a2 X2 L • ' . I akXk
	 (2.11) 

ainsi que ri inéquations 

a,() f alix, I al2X2 I 0 e . I aikXk > O 

s s s À
	 (2.12) 

anO t anl X l I an2 X2 I • • s f ankXk > O 

Il. existe un algorithme qui fonctionne en temps 0(n) qui calcule le maximum de la 

fonction 2.11 en respectant les contraintes 2.12. 

FI



Chapitre 3 
qb 

État  de l*art 

Dans ce chapitre, nous nous proposons de faire un survol de l'état d'avancement 

des connaissances en lien avec la problématique de recherche qui a été précisée dans 

le premier chapitre. 

Le problème d'immobilisation est un problème étudié depuis plus de 130 a 

La première définition de la notion d'immobilisation (defe 3.1) d'un objet à l'aide des 

points d'obstacle mis sur le bord d'objet a été' formulée par Franz Reuleaux [171 en 

.	1876. 

Soit un objet dans l'espace physique modelisé R, ou n E t2131  Un objet est un 

n Les seules transformations permisses sous-ensemble compact et ferme'  inclus en R 

sur l'objet sont des mouvements rigides . Dans l'espace physique il y a des obstacles 

qui restreignent l'ensemble de mouvements permisses pour l'objet., 

Tout au long de ce travail, une figure sera modélisée par un polygone P
1 

^[PiP2P3606PmIC 

24 

f
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E, et l'ensemble de points d'obstacle, où on a droit des placer les doigts d'un robot, 

sera modélisé par un ensemble O fini de points fixés, 

o toi I oiEflBord(P)l 

Définition 3.1. On dit que l*ensemble  de points d*obstacle  O constitue une, fermeture 

..T

de forme pour le polygone P si o empêche tous 1es mouvements du polygone P. 

Mason F101 a proposé une méthode d'analyse graphique pour vérifier si l'ensemble 

o met le polygone P dans la fermeture de forme. Cette méthode est basée sur deux 

observations simples. La première observation statue que pour touts les mouvements 

qui ne sont pas des translations il existe un point ayant une vitesse nulle à chaque 

instant (voir Figure 3.1). Ce point est appelé centre instantané de rotation (CIR),, 

Q
I

-Q, 
I 

I I t	 ;\
I t I	,	

g -	
I t	

s	 I 
'4

,	'	
O 

%
4	 - 
-.	 •	I	 I I t	 3	I 

%	 -	
I .	 1	

s I	
•	 I	

O 
t	t	I %

s	 +	
O I	•	.	

s t	 e	 I 
I	P

4
I p'

s 4	1	 ,	 s I
-I	

\aiui1.i 0	, 

I	 I	. bit  s	8	1- I	s 
I M	I '. t)	•. 

0
Q" 

À

FIGURE 3
	Centre instantané de rotation

[il
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Cette observation permet de voir chaque mouvement comme une rotation autour 

de CIR. 

La deuxième observation est que pour un point d'obstacle mis à 1'intérieur d'un 

le 
côté du polygone P, on peut diviser le plan en deux demi-plans ouverts et une droite 

tel que pour tous les points du même demi-plan, les rotations dans le même sens 

sont possible. Soit 0. 	point d'obstacle mis sur un côté du polygone. On dénote 

par l(0) la droite normale au bord et orienté vers l'intérieur du polygone. Si on 

suppose que la droite 1(0.) est orientée vers le haut (voir Figure 3.2) alors autour de 

chaque point situé dans le demi-plan gauche les rotations dans le sens trigonométrique 

direct (ou sens anti-horaire) sont possibles parce qu'après une petite rotation le 

point Oi sJéloigne rotations dans le sens trigonométrique  de polygone. Par contre, les  

rétrograde, ou sens horaire, ne sont pas possibles parce qu'elles sont empêchées par 

le point oz.

1(0j) 

FIGURE 3 - Les effects d'un point d'obstacle mis a l'intérieur d'un co"^t" 

on appelle rotation positive une rotation du polygone en sens trigonométrique
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direct. Une rotation négative sera une rotation du polygone en sens horaire. Suivant 

le même raisonnement, autour de chaque point situé dans le demi-plan droit les 

rotations négatives sont possibles et les rotations positives ne sont pas possibles. 

Autour de chaque point appartenant à 1(0i ) sont possibles les deux types de rotations. 

L'idée de base pour la méthode d'analyse graphique pour vérifier si un ensemble 

de points est une fermeture de forme pour le polygone P, consiste à vérifier si après 

la division du plan pour chaque point d'obstacle Oi il reste encore des régions où" les 

rotations sont possibles. Par exemple, voir Figure 3.3, pour les points Oi et 02, on a 

obtenu 4 régions. Dans les régions II et IV aucune rotation n'est possible tandis que 

dans la région I sont possibles seulement les rotations négatives et dans la région III 

les seules rotations possibles sont les rotations positives.
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I 

II - les rotations	'I 
I 

\ ne sont pas possibles/ 
I 

	

\	 I 

O,A/	

\	 I 
\	 I 

\	 I 
,	I	 1-ow r  7	 \ I, I - les rotations negatives

(. III - les rotations positives\	sont possibles 

	

sont possibles	I 
I 

I 
I 

I	 s' 

I IV - les rotations s' 

I ne sont pas possibles 
I 

	

al	 J, 

I 
I 

I

,r 0  
s' 2  

s'
s'

s'
s'

s'
s'

s'
s'

s' 

Vérification de la fermeture de forme - La méthode d'analyse graphique 1 FIGURE 3.3 

Reuleaux [17] a prouvé que pour assurer la fermeture de forme dans un espace 

bidimensionnel, l'ensemble de points d'obstacle O doit contenir au moins 4 points. 

En 1990, Markenscoff et al. [9] ont prouvé que pour tous les figures planaires ayant 

49 le bord lisse, sauf des cercles, 4 points d'obstacle sont suffisantes pour assurer la 

fermeture de forme., 

Les travaux  ip Mi^fra et al. (1987, [12]) et Nguyen [13] ont remplacé la notion 

de la fermeture de forme (définition 3.1) par le concept de Ia fermeture de force 

(définition 3.2) . Ils ont supposé que chaque doigt du robot
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peut être positionné avec la précision désirée sur la surface d'un objet; . 
peut exercer une force sur objet et la direction de la force sera perpendiculaire	 I. 

sur la surface de l'objet et la direction sera orient ée vers l'intérieur de l'objet; 
- 

la force de frottement entre le doigt et l'objet est O. 

Dans notre cas, l'objet modélisé par P et les doigts du robot par O, on note Pila 

force exercée par le doigt Oi su P. 

Définition 3.2. On dit que l*ensemble de points d*obstacle O constitue une fermeture 

de force [12] pour lePolygone P sz pour n'importe quelle force F ou torsion M externe 

appliquée sur P les doigts peuvent exercer certainesorcesf 	tel que P reste en équilibre 

t 0: (voir Figure 3. 4), c *est à dire la somme des forces e  la somme des moments es 

n	 --+ 

F IE1 
i=1 

n 

M Ed 
i=1

i
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\ I 
\ I 

\ *	-	I

\rlI 
I 

FIGURE 3
	La fermeture de force 

Dans les années 1 90, Wlodzimierz Kuperberg [6] a formulé quelques nouveaux 

problèmes sur l'immobilisation et il a fourni aussi une nouvelle définition, plus simple, 

pour l'immobilisation (définition 3.3)* Une partie de ces problèmes et la nouvelle 

définition ont été reporté par Joseph O'Rourke en 1990 1141,0 

Définition 3.3. Une figure P est immobilisée par un ensemble, de, points d'obstacle 

o sz n'importe que 1 mouvement rigide de la figure force au moins un point à pénétrer 

à l'intérieur de la figure. 

En utilisant cette nouvelle définition, Czyzowicz et al [2, 31 ont prouvé que, dans 
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un plan, à l'aide de 3 points on peut immobiliser une figure qu i n'a ni la forme d'une 

tube ni la forme d'une cercle' . On ne peut pas immobiliser un cercle parce que la 

rotation autour de son centre reste toujours possible. Pour une figure en forme d'une 

tube, on trouve un ensemble de 4 points d'obstacle qui l'immobilise. 

R 	et Burdick [18] ont analysé les différentes notions d'immobilisation ren- 

contrées dans la revue de littérature et ils ont prouvé que les notions de la fermeture 

de forme et de la fermeture de force sont équivalentes et ils ont appelé ce type d'im- 

mobilisation comme tmobz'lz*sationrn  	de p verni ère ordre. 

Par contre, Rimon et Burdick [18] ont nommé le type d'immobilisation fourni*  par 

la définition 3.3 comme zmmobil"sat"on de deuxième ordre. Au cours de cet travail, 

par immobilisation on comprend immobilisation de deuxième ordre. Les conditions 

qui doivent être satisfaites par un ensemble de points d*obstacle pour assurer Ilim. 

sont conditions suffisantes mais mobilisation de premiere ordre pour une figure - Pi 
.' 

pas nécessaires. 

Théorème 3.1. Les conditions nécessaires et suffisantes pour immobiliser un poly- 

gone P [2] . Un polygone P est immobilisé par trois points 01, 02 et 03 mis sur trois 

côtés distincts de P, si et seulement sz* 

les trois droites orthogonales en Oi, 02 et 03 sur C1, C2, C3 passent par un point 

commun ainsi que 

l'intersection des trois demi-plans tntérieurs engendrées par Cl, e2 , e3 est bornée 

et non-vide, c 'est-à-dire qu'ils forment un triangle.
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respectivement. Sur le polygone P dans 

la direction de force F ne passe 

-	- 
a somme de forces F1 I F2 I F3 . Puisque 

orthogonales en 01, 02 et 03 sur C l , C2, C3, 

un point M / H on exerce une force P

pas par le point H. On note

tel que 

=---	... ---I--	 -	-	-	-	--	-	.	-- 

1 
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I 

Une ensemble de trois points d'obstacle qu i satisfait les conditions du théorème 

3.1  immobilise 1e polygone P mais ne le met pas dans la fermeture de force (voir 

Figure 3.5).

FIGURE 3
	Un triangle immobilisé qui n'est pas dans la fermeture de force 

Soit P un triangle immobilisé par trois points d'obstacle 01, 02 et 03, conforme 

au théorème 3.1 (fig. 3-5) 0 On dénote par H le point d'intersection des trois droites 

F Fi F2 F
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F R

Ilèles. La somme de deux vecteurs -9 

la direction du 1 et la direction du F sont para 

n'est pas possible d'obtenir la somme -A - 

parallèles ayant les sens opposés est O mais il 
-9 

de moments égale à O. 

Une partie de notre recherche se réfère 
-% 
à un mouvement rigide d'un objet planaire 

dont deux points sont restreints à bouger sur deux segments de droites. Pour le cas 

de segments de droite perpendiculaires ce concept est connu depuis longtemps et il a 

été utilisé dans la construction du compas à ellipse d'Archimède s Le version oblique 

du compas à été connue au moins à del Monte [51 en 1579. Taimina [191remarque, 

sans citer les sources historiques, que le compas oblique à été connu par Leonardo 

da Vinci (1452-1519). Le preuve formelle de l'exactitude du compas oblique à été 

donnée par Schooten t201 et récemment reprise par Wetzel t211. 

Une approche topologique sur immobilisation a été abordé par Polcorny et autres 

(voir [151). 

'0 être saisi.

l'identification des régions d'un objet où il peut 

Pour cela ils cherchent les trous dans le polygone. 

Jeffrey Mahler et autres ont étudié et fourni un algorithme pour saisir un objet 

dont la surface n'est pas connu avec une bonne précision 181. 

Peter K. Allen, [41, en utilisant l'information fournie par les senseurs placés aux 

doigts d'un robot qui saisi un objet, essaye de trouver un me illeure position des doigts 

pour achever une saisie stable d'objet.



Chapitre 4 

Mouvements planaires 

4101 Mouvement d*un point 

Pour définir le mouvement d'un point sur le plan, on donne une description pa- 

rametrique de la courbe de sa trajectoire.	 s 

Définition 4.1. Soit un intervalle de nombres réels I	to  t 1] et E le plan réel 

R X R. Le mouvement d'un point M sur le plan est décrit par une fonction continue 

0 

f : I	E, t	(xM(t),yM(t)), 

L'intervalle I - [t0j tji e souvent interprété comme l'intervalle de temps du 

mouvement et (xM ( t ) 1 Ym (t» sont les coordonnées du point au moment tO 

op

34
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L'ensemble des points 

t(X,Y) 13t  e [to, t ll tel que (x,y)  

est la trajectoire du point M (voir Figure 4.1). 

FIGURE 4.1 Mouvement d'un point 

Dans ce travail, nous ne sommes pas intéressés aux paramètres cinématiques 

du mouvement comme la vitesse où l'accélération. En conséquence, nous ne faisons 

pas de distinction entre deux mouvements fi et f2 qui ont la même traiectoire. 

Plus précisément, pour nous, deux mouvements fi et f2 sont équivalents s'il y a un 

fonction g : [t 0 , t 1 ] > [t0 , t 1 l , g continue et bijective, g(t	t0, g (t	t1 et pour
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vt e [toi t,], f1 (t) - f2(9(t»O 

4.2 Mouvement rigide d une figure 

Soit une figure F. Le mouvement de la figure F est défini par la position de 

chaque point M c F à tout instant, c*est à dire que, pour chaque point M, on doit 

connaître la courbe paramétrée fm: I > E. 

Définition 42 Par le mouvement rigide de la figure, F, on comprend l*ensemble 

des mouvements des points de la figure, défini sur le même intervalle de temps [t0 , t1],

. 

telf(que F) (t) - 1*zmage  de la figure au momen t t est une isométrie positive de f(,T) (t0) 

- l*image de la figure au moment t 0 . Plus formellement, deux conditions doivent être 

vérifiées 

VA, B E ir,Vt* E t0 ,t 1 ] on a AB	L(t*)L 

VA, B, C e F, Vtl e [t0 , ti l on a /(,AÜ)	/(fA(t*)fB(t*, fA(t*)fc(t*) 

En d'autres mots, un mouvement rigide est un mouvement qui, tout au long 

du mouvement, préserve les distances, les angles et l'orientation. Si la figure F est 

implicitement connue, pour simplicité, f sera dénotée par f et l'ensemble des points 

de R2 occupés par la figure au moment t sera donné par 

f(t)  tPl EEI P3  E F tel que P 1 fp(t)j	(4.1)
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soit M, N deux points distincts appartenant à la figure F et f un mouvement 

rigide de F. Le fait que f est un mouvement rigide de F impose quelques contraintes 

sur les courbes paramé*trep es fm et fN- Pour fm la seule restriction est la condition de 

continuité. Pour le point N, en plus de continuité, on a la condition de préservation 

on a dMN	lfM(t)fN(t)l. C'est à dire que,

1M, Ni, alors, Vt C [t0 , t1] 

au tout moment du temps t, le point JN _t) 

de distances. Ça signifie que, si on note par dMN la distance 

est positionné sur le cercle de centre fm (t) et de rayon dMN 0 

a(t) la mesure de l'angle orient 

vecteur unitaire (O, 1, o(t) : I > [O, 2zl, alors le mouvement du point N sur le plan 

est décrit par la fonction suivante 

fN : I > E, t	(XM (t) I dMNCOS(Oi(t»IYM(t)   I dMN Sil-1((t))). 

La fonction ce (t) est 	fonction continue. La condition de continuité pour la 

fonction c est une condition obligatoire pour s'assurer que la fonction fN est une 

fonction continue. 

Si on dénote par é	 fm(t)fN(t5), où j est le
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FIGURE 4,02 - Mouvement d'un segment 

Le mouvement du segment [MN] (voir Figure 4.2) est bien défini par les fonctions 

fN et a/. La fonction c est le même pour VQ E [MN] , la distance dmQ est connue 

donc on a aussi la fonction fQ en décrivant le mouvement du point Q. 

Proposition 4.1. Soit M(XM 1 Y M) et N XNi YN) deux points donnés de, la figure F. 

Les mouvements des points M et N déeterminent le mouvement entier de la figure F. 

Démonstration. Soit fm : I [t0 , t 1 ] > g le mouvement du point M et fN : I	g 

le mouvement du point N. Chaque valeur de t détermine les deux points fm(t) et 

fN (t) . Il faut prouver que, pour n'importe quel point Q E F, on peut déterminer la 

position du point Q à n'importe 	 voir Figure 4.3  quel moment t E [t0 , t 1 ) ( ) . 

*



Ni 

CHAPITRE 4 . MOUVEMENTS PLANAIRES 

F qui transforme le point M en fm •et leLe déplacement de la figure

39 

point N 

,A	 I,	 ,	 I	 .	.	

, 

en fN peut être décompose en une translation de vecteur MfM suivie d une rotation
- 

>r 
/(MN, fmfN)O autour du point fm, rotation d'angle a

fKi

FIGURE 4,03 - Déterminer la position du point Q au moment t El [t0 , t1] 

Soit f : I	t0 , t 1] > P(E) la fonction qui décrit le mouvement de la figure 

J71 fM : I	e, t > (xM(t) YM(t» 1e mouvement du point M et fN : I -4 s 1 

t	(XN(t),yN(t)) 1e mouvement du point N. Puisque Vt' e I, f (t*) est l'image du 

F par un déplacement, nous avons 

I fm (t*)	fN (t*)	i 	fN(to)le 

On va définir la fonction a

FI 

n



u
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a(t)	Z(MI T l fM(t)fN(t5).
,M 

alors a(t) est 
Puisque fm (t) etfN (t) sont des fonctions continues, , la fonction 

aussi une fonction continue. 

Alors, pour n*importe quel point Q de la figure, le mouvement du point Q sera 

fQ :I >e, ftQ()- fM(t) L ROt( ,),

	 (4,92) 

où par Rot(, Ce) nous avons noté' la rotation du vecteur Mo par un angle ce. Le 

vecteur Mo est interprété comme un vecteur libre, donc il n*est pas nécessaire de 

spécifier le point autour duquel on fait la rotation.	
L ] 

on peut conclure que, pour VQ E F, la condition de préservation des angles du 

mouvement rigide assure que les fonctions fN est oz sont suffisantes pour obtenir la 

fonction fQ, qui à la forme suivante (voir Figure 4.4)

u 

fQ : I > e, t > (xM (t) dmQ cos (0 fa (t)), ym (t) I 
dmQ sin(O Ia(t»),o 

où dmQ est la distance 1M, QI et 3 est l*angle NMQ.

t
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ri	
FIGURE 4,04 Mouvement d'une figure 

4.3
	 lmmobilisation 

Pour vérifier si un polygone P est immobilisé ou non par un ensemble de points 

O,il faut décider s'il existe un mouvement du polygone P durant lequel aucun point 

de O ne pénètre l'intérieur de P. 

Définition 4.3. On appelle mouvement d'échappement du polygone P par rapport 

Mouvement djechappement oe  

à l'ensemble des points 0 un mouvement f tel que vt E [O, 1), l'intersection de



où il a étudié le mouvement  d'un robot dans un espace de travail (l espace réel) 

degrés de liberté (D0F) . Cette notion a été introduite par Tomas Lzano-Pérez 

'	

[71 
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l*ensemble de points O et l*intérieur du polygone P au moment t est vide. 

Pour déterminer si un polygone P est immobilisé par l'ensemble des points O, 

il faut montrer qu'il n'existe aucun mouvement d'échappement du polygone P par 

rapport à l'ensemble des points O. 

4.4 Espace de configurations
LI 

Soit P un Polygone dans le plan R x R. On appelle configuration la position 

du polygone dans cet espace. L'ensemble des positions possibles du polygone est 

appelé 1 *espace de configurations. Une configuration est un point dans cet espace de	 . 

configurations. Comme un mouvement du polygone est une succession continue de 

positions dans plan, le mouvement est alors de' crit par une courbe continue dans 

l'espace de configurations. 

La notion de « l'espace de configurations » est étroitement liée à la notion de 

e
mode'e lise'e par un espace affine euclidien. 

Soit P un polygone simple et OA un point de référence quelconque de polygone 

ace de travail est un mouvement plan sur plan. P. Le mouvement de P dans l'esp  

On note par R	(O, ï j) le repère orthonormé direct pour le plan fixe *P et par 

1 'A	(OA	j:) le repère orthonormé direct pour le plan mobile. Le mouvement 

D



angle de rotation 6 voir Figures 4.5(b) et 4.5(c)). 

El
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de P dans plan possde deux degrés de liberté en translation et un troisiemeè 	en 

rotation. On peut déplacer P librement sur chacun de ses degrés de liberté.	 lm 

Définition 4.4. On appelle la configuration dePolygone P 1e 3-uplet q - (X, Y, 0) , 

te la position du OA par rapport au repère R, et O représente l'aigle où (x, y) représen
 

b 

entre ï# et	. 

Autrement dit, une configuration (x, y, 8) décrit	la position et l'orientation du 

polygone P dans plan. 

Définition 4.5,0 On nomme l'espace de configurations du polygone P, et l'on dénote 

C, l'ensemble de toutes les positions possibles du polygone P. 

Dans l'espace C, le polygone P correspond à un point q. Pour exemplifier la notion 

de configuration on prend un polygone (voir Figure 4.5(a», en ce cas un triangle. M 

est un point de référence du polygone. On considère cette position comme la position 

initiale du polygone, c'est à dire le point (O, O, O) dans l'espace de configurations. 

Pour une autre f " Z
 ;4- ; Vil di- polygone i âns le plan, la nouvelle position est obtenue 

par une translation du polygone suivant le vecteur MM', suivi d'une rotation d'angle 

8 autour du point M'. La nouvelle configuration (x, y, 8) est obtenue à partir du 

vecteur (x, y) MM et de 1'

Pour un de' placement é u polygone P c ans ie plan, ce qu i nous intéresse est juste 

la trajectoire et pas des autres paramètres cinématiques ou cin't * ques comme, par 

exemple, vitesse, accélération, force, masse ou énergie cinétique. Dans notre cas, le
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(a) La position initiale et finale du polygone

*I 

I- 

I	
p- 

I	\	
I-	

p- 

I\	
I	

1!
I I\	 \iI	

\I	-:	.	I-	IL 

-1 

(b)  Le polygone est soumis à une translation 

(c)  suivi d'une rotation autour du point M* 

FIGURE 4.5 Chaque position du polygone sur le plan corresponde à un point dans 
l'espace de configurations u 

I
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mouvement est dans l'espace de configuration C - R X Rx)	, IC R3 . En ce cas, 

un déplacement du P sur le plan P correspond à une courbe dans C. Si on dénote 

par X, Y et e les axes du C, alors, un segment parallèle au plan XY correspond à 

une translation du P. Un segment parallèle à l'axe e correspond à une rotation de 

P autour de son point' de référence. 

Un déplacement du polygone de la position initiale M	(O, 010) à4,, une position 

s (x, y, 8) corresponde dans l'espace de configurations à une courbe continue de M 

à s (voir Figure 4.6) . Également, toute courbe continue de M à S corresponde à un 

mouvement. La translation suivi d'une rotation est un cas particulier de déplacement. 

Définition 4.6. Pour une configuration q E C, q	(x, y, O), l'emplacement de P 

par P quand OA

P(a), est défini comme le sous-ensemble, de points de P occupés 

x 1 Y) et	( 1 ZA)	O. 

Au long de ce travail, on va vérifier si tous les mouvements de P sont bloqués par 

des points appartenant à un ensemble donné, dénoté par 0. 0 est un ensemble fini 

contenu dans le plan fixe, 0 C P. 

Définition 4.7. On nomme point d'obstacle un point Oi E O. 

Définition 4.8. On nomme configuration interdite ou illégale, une configuration.  

q C C telueq int((q»P 	n O O (voir Figures 4.7 et 4.8). 

*t

dans P, dénoté par

r
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(a) La position initiale et finale d'un polygone 

(b)  La courbe continue de M à S corresponde à un mouvement du 
polygone de la position M à la position S dans l'espace de configurations 

(c)  Le mouvement du polygone dans le plan 

FIGURE 4.6 - Toute courbe continue de M à S est un mouvement du polygone
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D

(a) Configuration initiale	(b) Configuration non légale	(e) Configuration légale 

FIGURE 4 	Configurations 

c1	
(

\ 

, - ----
-------.--	\ 

P3 

- 

(a) Configuration initiale	(b) Configuration non légale	(e) Configuration légale 

FIGURE 4,,8 La zone de configurations non légales - configurations « parallèles » à 
la configurations initiale
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Pour une configuration qui n'est pas interdite, on dit que c'est une position libre 

de collision ou simplement que c'est une position légale du polygone. Chacun des 

obstacles O El O, i 1, k génère dans l'espace de configuration C un sous-ensemble: 

co i lq G c I ilit(p(q» n o 401 

CO, est l'ensemble contenant toutes les configurations interdites du P à cause du 

point O . (voir Figure 409)., Par CO, on dénote la surface qui borne l'ensemble COie 

dénote par CO, Définition 4.9. On appelle l'ensemble des C obstacles, et on Ze

 l'union des sous-ensembles engendrés par tous les points d'obstacle O i E O. 

k 

Co uCO%•  
i=1 

L'union de ces régions définit l'ensemble des configurations interdites, c'est-à-dire 

que, pour une configuration q E CO, il. y a au moins un point O qui a pénétré 

l'intérieur de P(q). Le sous-ensemble complémentaire de CO représente les positions 

légales du P - 

Définition 401010 On nomme l'espace libre de P, et on le dénote par C libre, l'ensemble 

des configurations libres de collision de P 

Clibre C \ CO - lq E C I int(P(q» n 0O}

9



CHAPITRE 4 MOUVEMENTS PLANAIRES 

FIGURE 4,09 - Espace de configurations 

Définition 4.11. Soit q0 , q1 E X. Dans l*espace topologique X, on appelle, chemin 

de point initial qo et de point final q 1 une, application continue f : [O, 1) > X tel que, 

f(o)	qo et f(1)	q1. 

Soit q0 , qi E R7 . On appelle chemin de point initial qo et de point final qi une 

application continue f : [O, 1] > W tel que f(0)	qo  et f(1)	qje 

Définition 4.12. Soit X C R*. On dit que X est un ensemble connexe par arcs si, 

pour V(I() , q i E X, Z-1 y a toujours un chemin du point initial qo au point final qi. 

Définition 4.13. Soit q E Clib,,. On appelle l'espace accessible de q, et on le dénote 

par c1ibre,-q, l*union  de tous les sous-ensembles connexes par arcs de Clibre contenant 

qe

0
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Clib,,, est le plus grand sous-ensemble connexe par arcs de Clibre contenant q. Au 

cas général, l'espace libre, Clibre, est un ensemble non connexe. L'ensemble O engendre 

une partition de Clibre en plusieurs cellules, chaque cellule étant une composante 

connexe par arcs. 

Lemme 4.2. Soit qo la configuration initiale du P dans 1 *espace de travail W. L*en- 

semble de points O immobilise P si et seulement si l*	 q espace accessible de q0 ,	 Y 

est l*ensemble tqOi. 

Démonstration. Si Clibr* q,) f qo comme 

Comme C

qo E Clibre	a 	q0 , qi E ClibreqO. 

est connexe par arcs, alors, il y a un chemin de point initial qo et de libreqO 

point final qi inclut dans C %bree Ce chemin est un mouvement d'échappement, donc 

P n'est pas immobilise,, 

Si Clibreq,	fqoi, supposons, par absurde, que P n'est pas immobilisé. Clibreq, 

tqOi  signifie que, le plus grand sous-ensemble connexe par arcs contenant qo est 

l'ensemble tqol. La supposition que P n'est pas immobilisé signifie que, il y a un 

mouvement d'échappement et P peut se déplacer dans une autre position q 1 / qo 

lb 

et ce déplacement se fait sans passer par des positions illégales. A ce mouvement 

correspond un chemin de la position initiale qo à la position finale qj. Comme, au 

long du mouvement, P ne passe pas par de positions illégales, la trajectoire de ce 

chemin est contenue dans Czbre donc, 1qOi n'est pas ' le plus grand sous-ensemble 

connexe par arcs de Cltbre contenant q0 , ce qui contredit l'hypothèse de départ que
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Clibreq,	tqOi.	 va] 

	

La partition de Clibre en cellules, engendrée de l'ensemble o, est une partition	 1 

qui contienne un nombre fin i de cellules. On peut définir la distance entre q0 et une

0 

cellule C comme d(qo, C)	min{dist(qo, x)lx E C}. La distance entre qo et Clibreq. 

est O et pour toutes les autres cellules la distance est plus grande que O. Si on va 

choisir un boule contenant qo suffisamment petite l'intersection entre cette boule 

et l'espace Clibr, sera contenue dans C tbreq, 0 Il est suffisant d'analyser l'espace de 

configurations juste dans cette boule pour décider s i le polygone P est immobilisé ou 

pas. Le premier avantage d'analyser l'espace de configurations juste pour une telle 

boule est que la boule est l'espace R 3 sont isomorphe. Un autre avantage est que 

chaque point O . E O divise la boule en deux parties connexes, une contenant des 

positions libres est l'autre contenant des postions non le' gales. La surface qui délimite 

les deux parties connexes représente des positions où le point oi se trouve sur un 

côté du polygo ne P (voir Figure 4.10)., Cette surface est une surface générée par un 

droite en mouvement. En mathématique une telle surface est appelée surface réglée. 

Compte tenu que dans la position initiale tous les points O E O sont positionnés 

a l'intérieur des côtés du polygone on déduit que toutes ces surfaces passent par le 

point q0 . A chaque point d'obstacle corresponde une surface qui passe par l'origine 

. 1 1) . Cet espace est divisé par c%-..ode l'espace de configurations (voir Figure 4 surfaces 

en cellules, chaque cellule contenant les mêmes types de configurations (légales ou 

non légales).	 I 

M
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(a) Le point d'obstacle 01 appartenant à un côté 
du triangle 

(b)  La surface générée par le point d'obstacle Oi dans l'espace de configurations 

FIGURE 4 	- L'espace de configurations est divisé par la surface genéée par un 
point d'obstacle., Les positions Pl , P2 , P3 du polygone correspondent aux points C1, 
C2 , C3 , respectivement, dans l'espace de configurations.
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I

(a) Trois points d'ob

t 

stade, 01, 02 et 03 sur 1e bord du tri-
angie 

Cellule libre
	 col 

: 

-r	.	: 

r 

CO3 

LI

( b) L'espace de configura 
01, 02 et 03

tions divisé par les surfaces correspondantes aux points d'obstacle 

FIGURE 4 	L*espace de configurations est divisé en cellules par les surfaces cor-

respondant aux points d*o stac e



Chapitre 5 

[1 

Glissement s
Li 

Dans ce chapitre, nous allons nous concentrer sur une classe finie de mouvements 

G et on montrera que, si le polygone n'est pas immobilisé, alors, au moins un mouve-

ment de G sera tel qu'aucun point de O ne pénétrera pas le polygone P. Egalement, 

si tout mouvement de G fera pénètrer au moins un point de O à4% l'intérieur de P, 

alors, P est immobilisé par O. Les mouvements appartenant à cette classe seront 

appelée s glissements. Comme la classe de glissements est finie, cela résultera en un 

algorithme qui vérifiera si le polygone est effectivement immobilisé. 

Définition 5.1. Soient Oi et O deux points d'obstacle (Oi I 0j E O). On suppose que 

Oi et O sont situés sur les côtés PC[i] PC[jl] PC(j] PC[l) respectivement. On appelle 

glissement de polygone P sur les points O et O , un mouvement du P tel que, durant 

chaque moment du mouvement, les points O i et Oj appartiennent aux prolongements 

54 

I
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des^tesc 	Peu ) PC[jl] PC[] PC[l) respectivement. 

Ë * tant donne'  que l'ensemble de points d'obstacle est un ensemble de n éléments, on 

a (7;) glissements possibles, donc il est possible de verifier tous ces mouvements. Par 

la définition 5.1, on veut dire que deux points différents Q, R, chacun appartenant à 

l'intérieur d'un côté de polygone P, définissent un mouvement de chaque autre point 

de P qui est uniquement déterminé. On dénotera un tel glissement par G( p, Q, R). 

On cti ç_tingue les glissements positifs, dénotés par G (P, Q , R) les glissements où 

l'angle Ø de l'espace de configuration est non-négatif au début du mouvement et 

les glissement négatifs dénotés par G (P, Q, R) où l'angle çS demeure non-positif au 

début de glissement. 

Comme tout glissement est un mouvement, un glissement d *échappement est un 

glissement qui est à la fois glissement et mouvement d'échappement. 

Observation 5.1. Si les côtés P, P .	et P . P .	sont parallèles alors le g1ts- [ j ]	[z+1]	[3]	[j+1] 

sement duonepolyg 	sur Oi et O est une translation de direction commune des côtés3 

Pc,(] PC[j+l] et Pc[j] PC .	du polygone. 
[j+1] 

Dans la suite de ce chapitre, nous étudions certaines propriétés des glissements. 

En particulier, il nous intéresse les trajectoires des autres points reliés au polygone 

en mouvement. Egalement, à la place d'étudier le mouvement du polygone entre les 

points d'obstacles immobilisés, il est intéressant de considérer le mouvement rigide 

inverse d'une configuration de points lorsque le polygone demeure immobile.
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,-.- -

Si les côtés PC[j] pC[i+ll et P13 P,[11 ne sont pas parallèles, alors, il y a un point 

d'intersection des prolongements de deux cotés P,[i, 3 3   +11 
et P +* . Soit C ce point 

d'intersection et soit Cr le cercle passant par les points 0., O et C. On glisse le 

puygone sur les joint O et O e Q
	 t on èén otje p ar P* P*	et P* P*	les positions 3	 L; [il]	C[j+l]	C[ .]	C[ .+i 

des côtés du Polygone P à Point d'in- un moment donné t. La nouvelle position du  

tersection des prolongements de deu côtés P . P .	et P .] PC[i+ll respectivement,	t] [i+1]	[3  

sera notée C (voir Figure 5.1). 

Lemme 5.2. C se, trouve sur le cercle C. ili

;	I 

e e s s s s s s s s s s s s 
s 

s	 Ie 

	

e.	 I 

	

e	
I	 ,r	.	 s e

s 

	

e	
I	 /	I	s 

	

e	
I	.	s I	,	I	s u I	

,I	e	e 
s

s s	 / as	I	/ R 

	

s	 I	 /• /	.	
e 

	

s».	I
.0010 I	 I	e .	e 

	

••••fr /	
I	.	

e 
100e

e 

Ô

e 

s 

s 
s 

s 

.	

s cij .	

i':'. u • • • • s

s 
 .

s 
s 

s 
s 

e

s 
s

s 
s

s 
*.....

C .. 

'j

/ 

/ 

/ 

/ 

A	
/ 

/ 

/ 

/ 

pi+1 

FIGURE 5 - C se déplace sur le cercle Cr 
zii 

s

s



CHAPITRE 5 GLISSEMENTS
	 57 

Démonstration. Les glissements, comme tout mouvement rigide, préservent les dis- 

tances, les angles et l'orientation. Le lieu géométrique cepoints1formant avec O i 

et Oj le même angle est un arc de cercle. Alors, les points Oi , Oj ,  c et C sont 

cocycliques.
	 H

On dénote par: 

r — le rayon du cercle Cr
 1 

ntersection de la perpendiculaire en Oi à (P1P+1) et la perpendiculaire 

en O à (PjPi+i) 

CR — cercle de centre C*. et de rayon R 2r. zii 

Les observations de 5.3 à 5.7 peuvent être prouvées facilement utilisant des pro- 

priéés géométriques bien connues des quadrilatères inscriptibles comme :- deux 

angles opposés sont supplémenta ires ou — l'angle formé d'une diagonale et un côté 

est égal à l'angle formè   d'autre diagonale et le côté opposé. 

Observation 5.3. Le point d*intersection	se trouve sur le cercle Cr.li

r et rayon du cercle Observation 5.4. Le segment [C i,* .H*  est diamètre du cercle C ]	iiii 

CR a 

Observation 5.5. Le mouvement de glissement du polygone P sur les points Oi 

et O (G (pi ozi O)) est obtenu par un roulement sans glissement du cercle CR (de 

rayon R 2r) autour du cercle Cr (de rayon r). 

.	 s
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Observation 5.6. Pour le mouvemen 

oi et O G(Pi O  , 04), correspond, comme mouvement rigide inverse, le roulement
	

I 

sans glissement du cercle Cr sur 1 znterieur du cercle CR.

, 

Observation 5.7. Le point	est le point de tangence des cercles. Cli r et CR durant 

ce roulement. 

5.1 Roulement d*un cercle sur un autre cercle 

Soient CM et CF deux cercles tangentes intérieurement. Le cercle CF, de centre 

, TCM 7/	J roule sans 

glissement sur le cercle CF . On dénote, par M, le centre du cercle CM, T, le point de 

tangence de deux ce S ircle T,, F, le point initial de tangence sur le cercle fixe et Tim, 

le point initial de tangence sur le cercle mobile (voir Figure 5.2). Roulement sans 

glissement signifie que, tout au long du roulement, l'arc de cercle mob 

il arc Ail cercle fixe TFT qui sont roulés un sur l'autre ont 1	 1irniir 

.	

On dénote par, aF, l'angle au centre sous-tendu par 1'
	am , l'angle au 

centre sous-tendu par l'arc Tim 

F et de rayon rCF est fixe, et le cercle CM, de rayon rcm

ile Tim et 

Lemme 5.8 __ rCF •ŒM rCM 

Démonstration. Soit Z la longueur de deux arcs de cercle	T et	T. On a. Z

[I] 
rcM am et Z rCFCÉF, donc rcm am - rCFaF = am

.	rCFF CM



M, le centre du cercle CR ( 

ul un point de contact H o
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FIGURE 5
	Roulement d'un cercle sur un autre cercle (intérieurement) 

5.2 Roulementd*rn cercle autour d*un autre situe 

b	•,.	 4,	 . a I interieur 

Le roulement d'un cercle de rayon R 2r , noté C i? , sur un cercle de rayon r, noté 

Cr, situe à l'intérieur du CR correspond au mouvement de glissement du polygone 

biles. On dënote par F, le centre du cercle C et, parsur deux points d'obstacle immo  

voir Figure 5.3). Puisque CR roule sur C ri on a toujours 

e cercle Cr est tangent intérieurement au cercle CR . Soit 

Ho H l'arc du cercle CR et Hl H l'arc du cercle Cr tel que ces deux arcs ont roule un 

sur l'autre jusqu'au moment du temps t. 

Lemme 5.9. Les points M, H0 et H1 sont colinéaires. 

Démonstration. Les angles HFH et HMH, sont, respectivement, l'angle au centre



,M 

t 

H0 

dsin(t) 
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FIGURE 5.3 Roulement sans glissement du CR autour du C 

le même arc du cercle Cr. En conséquence HFH, 
Pt l'angle inscrit interceptant 

2HMH, 2ae Vy que R 2r les arc HHo et HH, 

l'angle au centre de cercle CR interceptant l'arc HH 

M, H0 et H1 sont coilné 0 aires.

sont de même longueur, alors, 

%__	A
est èegal a 2  

HFH, oz. Alors, 

Li 

L'équation paramétrique de la courbe décrite par la mouvement d'un point quel- 

conque D, l

0

ié au cercle CR, qui  ' se trouve à une distance d du M, est : 

x(t) 

y(t) —

I dcos(t) X F I rcos(2t) 

YF E rsin(2t)

La courbe décrite par la trajectoire du point D est une courbe cycloïdale. Dans le

FI



(b) Après un roulement de longueur t f O 
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(a) Au moment t O

FIGURE 5,04 Roulement d'un cercle autour d'un autre cercle (intérieurement) 

cas spécial où d 2r (voir Figure 5.4) , la courbe décrite est une cardioïde. Les points 

appartenant au polygone sont des points liés au cercle CR, donc ils se déplacent sur 

des courbes cycloïdales.

ri



Chapitre 6 

Algorithmes gloutons vérifiant 

immobilisat ion 

6.1 L*enviroirnemeflt d*immobilisation 

en position generale .	lep 

Dans cette section nous présentons un algorithme vérifiant l'immobilisation lorsque 

forme du polygone, les positions de points d'obstacle) sont en ses paramètres (la  

position générale. En géométrie algorithmique la position générale correspond à l'en- 

vironnement géométrique où toute paire de droites ou des plans ne sont pas pa 

ralieles, toute triple de droites ne s'intersectent pas, toute triple de points ne sont 

pas colinéaires, toute quadruple de points ne sont pas coplanaires ou co-circulaires. 

62
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L'environnement géométrique généré de façon aietoire est toujours en position ge.	 I 

nérale. Pour l'ensemble de points d'obstacle en position générale nous avons un al. 

gorithme quj fonctionne en temps 0(n).

e 

6 . 2 L ' algorithme vérifiant 1' immobilisat ion 
LI 

en position generale .	I	 40	 4p 

A chaque point d'obstacle O correspond dans l'espace de configurations une 

surface réglée qui sépare les positions valides de celles où O i pénètre à l'intérieur du 

polygone. Les points qui se trouvent sur la surface CO correspondent aux positions 

valides par rapport au point O. Comme tous les points d'obstacle sont positionnés 

sur les côtés du polygone, cette position du polygone correspond (dans l'espace de 

configurations) à un point qui se trouve à l'intersection de toutes ces surfaces. On 

dénote cette position par qo et il est l'origine de l'espace de configurations. Ces 

surfaces génèrent une partition de l'espace de configuration en cellules. Chaque cellule 

contient un seule type de positions. Les cellules qui contiennent des positions valides 

sont des ensembles fermés et les cellules qui contient desp os tions où un ou plusieurs 

'obstacle pénètre à l'intérieur du polygone sont des ensembles ouverts. Soit Ppoints d
 

le vecteur orthogonal à la surface de COi au point qo, Pi orienté vers la partie libre de 

coi . Considérons l'algorithme suivant : Nous allons prouver c i-dessous l'exactitude 

et la complexité de l'algorithme 1. 

•1

11
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: ImmPG Détermine si le polygone est immobilisé ou pas. 
i {Oi , 02, . I On i de points d'obstacle, situés au 

bord du f olygone P (sauf sommets) 
Output : Si le polygone P est immobilisé par {P1 , P2 , . . . , P} ou pas 

1 nolir j	1 al% n faire 

Algorithme 1 
Un ensemble fin

I 

- 

2 

L Calculer P 
/4! *7-r. - Acim-i 

11 

l*origine avec k- orienté vers l*ext 
a	%	rc% 0

-a 

pour3 	i 1 u ,u i uit 

4 L Calculer 7ri

espace ouvert , orthogonale
-t 

a Pi, passant par 
érieur deir 

5 Determiner si l'intersection H 
6	Retourner « Le polygone P est immobilisé par l'ensemble 

_ o	tol, 0 0 9 1 Oni » 

7S1 
8 _ Retourner « Il existe un mouvement d 'échappement de 1-e » 

Théorème 6.1. Soit l*environnement en position geenérale contenant un polygone, 

P et un ensemble de points d*obstacle O 011 • . . , On appartenant au périmètre de 

P .1 O différent des sommets du pygolone. Algorithme 1 détermine correctement an 

temps 0(n) sz l*ensemble de points d*obstacle immobilise le polygone. Dans le cas 

non

i suffit affirmatif il existe un ensemble de 4 points d*obstacle qu pour immobiliser le 

polygone. 

DDémonstration.Un demi-espace est un ensemble convexe. Tous ces demi-espaces 

passent par le point q0 quj est la position initiale du polygone. Comme nous sommes 

dans le cas de position générale, ça signifie que s i l*intersection de demi-espaces 7riest 

non vide alors cette intersection prends la forme d*un cône au sommet qo et toutes 

les mouvements vers l*intérieur de ce cône sont des mouvements d*échappement. 

r	.
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Conséquemment, vu qu'il existe un mouvement d'échappement, VI
0gort hme rap-

porte en ligne. 8 que le polygone n'est pas immobilisé. 

Supposons maintenant que l'intersection
	de demi-espaces 7ri , i	1, . . . , n est 

vide. Cela signifie que l'ensemble de points où,,,, P peut se déplacer se limite à l'origine 

qo et l'algorithme reporte en ligne 6 que P est immobilisé. Par théorème de Helly 

(voir  Théorème 2.9)  il existe quatre demi-espaces 7T 1 , 7T2 7T3 7t4 ouverts tels que ri U 

7r2 U lr3 U 7r4 0. Comme ces quatre plans passent par le même point qo ça signifie que 

trois demi-espaces forme un e one et le quatrième coupe ce cône et empêche toutes 

les mouvements d'échappement. 

Pour chaque point d'obstacle Oi on commit la position du point sur le polygone et 

la direction du vecteur ni , le vecteur perpendiculaire sur le côté du polygone, orienté 

vers 1'intérieur du polygone . En utilisant ces informations on peut calculer en temps 

-t 
constant Pi et 'rr. On doit faire ce calcul pour chaque point donc ces opérations 

prennent temps 0(n). 

Pour déterminer si l'intersection est vide on ne calcule pas l'intersection et on 

utilise l'algorithme de programmation linéaire. L'algorithme de programmation li- 

nëaire de Megiddo [11], pour un problème en d variable et n contraintes, est un 

%	
algorithme d'ordre 0(n) pour d 	Pour nous d-3 , donc les temps d'exécution est 

d'ordre 0(n). On doit appeler cet algorithme 6 fois, pour déterminer le minimum et 

le maximum pour chaque dimension. Donc on peut déterminer si l'intersection est 

vide en temps 0(n).
	 j
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6.3 L *environnement d*immobilisation 

en position quelconque 

Dans cette section nous allons considérer la position quelconque de l'environne-
ç 

hèles, les ensembles de ment,w En particulier, le polygone peut avoir les côtés para 

quatre points peuvent être cocycliques, trois droites peuvent avoir des points d'in- 

tersections communs etc., 

Nous prouvons d'abord : 

Lemme 6.2. Soit un polygone P et un ensemble de points d*obstacle O to i	0 

chaque point appartenant à 1`ntérieur d*un côté du polygone P. Polygone P est zm- 

mobilisé par ensemble O s i et seulement s*z-l  n*existe pas une paire de points dbs- 

tacle Oi, O telle que le glissement g + (P, Oi, O) OU (P, O, 0j) est unlz-ssementg 

d*échappement du polygone P. 

Démonstration. Prenons l'ensemble de CO à l'intérieur d'une boule suffisamment 

petite centré au point de l'espace de configurations correspondant à la position 

tiale du polygone P. Ce point est l'origine de l'espace de configurations C. Chaque 

Cobstacle Coi est borné par une surface C0 passant par l'origine. Ces surfaces parti- 

tionnent la boule en cellules. Certaines de ces cellules peuvent appartenir à Clibree Le 

polygone est immobilisé si, et seulement si, il existe un voisinage suffisamment petit 

V. de l'origine, pour e > O, tel que à l'intérieur de V l'origine est le seul point appar-

tenant à clibree Dans le cas contraire, prenons une cellule qui contient un point libre 

1
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dans nPo'rte quel voisinage de l'origine. Cette cellule contient alors une courbe 

libre. Comme cette cellule est bornée par surfaces de Cobstac1es, la courbe formant 

rj

l'intersection de deux te Iles surfaces est aussi une courbe d'échappement et elle cor-

responde au glissement d'échappement. Par conséquent, l'existence d'un mouvement 

d'échappement est équivalent
44	

.	-	
• a 1 existence

 
d 'un  glissement d ' ée chappement, ce qui 

conclut la preuve.
	 L] 

La prochaine théorème caractérise les mouvements des autres points d'obstacle 

pendant un glissement. 

Théorème 6.3 (Théorème de Schooten). Supposons qu*un  triangle rigide PQR se 

déplace sur le plan de sorte que les points P et Q appartiennent aux droites p et q, 

respectivement, qui s *zntersectent au point S. Dans ce cas, la trajectoire de point R 

est une ellipse, possiblement dégénérée, centrée au point S (Voir Figure 6.1).
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(a) 

(b) 

FIGURE 6.1 - Théorème de Schootei Points P et Q glissent sur les droites p et q. 

Point R traverse une ellipse centré au point S - l'intersection de p et q.
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,de héorème 6.4. Considérons un mouvement du triangle PQR sorte que du-
- 

rant ce mouvement chaque sommet P, Q et R appartient a un segmen t de droite. 

Tel mouvement est possible s i et seulement si les trois droites p, q et r contenant, 

respectivement les segments de mouvements des points P, Q et R, respectivement, 

s 'intersectent au même point S, et 1 esq uatre points P, Q, R, S sont cocycliques. 

Démonstration. Soit S le point d'intersection de droites p et q. Supposons, par sy. 

m 	que les trois points P, Q et S forment une orientation négative, (voir Fi- 

gure 6. 1), c'est-à-dire que PQSP correspond au parcours du triangle PQS en sens 

horaire. PQR-de'o note la position initiale du triangle,, Par le théorème de Schooten, 

la trajectoire du point R est une ellipse centrée en S. Supposons que cette ellipse 

est dégénérée à un segment. Ce segment doit contenir le point S, donc le triangle 

doit arriver à une position où la position R' du sommet R coïncide avec le point 

S. Les positions de sommets P et Q, sont en ce moment dans les points P' et Q', 

respectivement, sur les droites p et q.

9
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il 

(a) Glissement positif sur Oi et O 

empêch par Ok*

(b) Ok permet le glissement positif et 
le glissement négatif sur Oi et Oj 

Ok 
I 

I 
I 

I 
I 

I 
I 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I

I 

*

*t
't

't

t
t
t
t
t
t

t
I
I

(c) Ok empêche le  glissement positif et 
le glissement négatif sur Oi et O j 

FIGURE 6.2 - Illustration du test si un glissement sur deux points d'obstacle Oi et 

oi est empêché par un troisième point Ok
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Deux cas sont possibles. Dans le premier cas , le triangle P'QS est orienté né- 

gativement (c'est à dire P IQ'SP' correspond aux parcours horaire du périmètre du 

triangle P Q S) voir Figure 6.3(a) . Dans le cas contraire P I Q'S est orienté positive- 

ment (Figure 6.3(b». Le premier cas est possible si et seulement si le triangle PQR 

a aussi une orientation négative . Comme le côté P'S du triangle P'Q'S coïncide avec 

u	 'S concide avec la droite q, nous avons /Q*R*P*	/p, q.
la droite p et le côté Q

 

Ceci est possible s arc P Q du cercle cir-1 

j et 	seulement si le point R appartient a ' i

conscrit de PQS.

e triangle P'Q'S est orientè positi- go Dans le deuxième cas (voir Figure 6.3(b)) , 1 

vement, ce qui signifie l'orientation positive du triangle PQR. Dans ce cas, comme 

,	P' ep et Q' E q nous avons Z-Q'RP'	ir ço - /q, p. Ceci est possible si et 

seulement si le point R appartient à l'arc QP du cercle circonscrit de PQS. 0- 

Conséquemment, la trajectoire du point R est dégénérée à un segment de droite 

si et seulement si les points P, Q, R, et S sont cocycliques.

r 

Théorème 6.3 permet de vérifier si un glissement (positif ou negatif) fait pénétrer 

un autre point d'obstacle Ok à 'térieur du polygone P. D'habitude l'ellipse étant 

 du polygone sur lequel il est placé initialement la trajectoire de Ok intersecte le coté  

(voir Figure 6.2(a)) ce qui empêche un glissement (par exemple positif) et permet 

l'autre glissement (négatif). Cependant, cette ellipse peut être tangente extérieu- 

rement au polygone (voir Figure 6.2(b)) ce qui n'empêche aucune parmi les deux
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[à

t*(
t 

(a) orientation négative
I	 (b) orientation positive 

FIGURE 6.3 - Glissement sur trois segments à" 6  la fois 

glissements, ou tangente intérieurement (voir Figure 6.2(c)) empêchant chaque gus- 

sement (positif et neegatif). Il est intéressant le cas quand cette ellipse est dégénérée 

à un segment aligné avec le ct'ô  du polygone (voir Figure 6 

/
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0., o et Ok à la fois. FIGURE 6.4 - Glissement sur 

Cette situation est illustrée par le théorème 6.4. Il est facile dé voir que théorème 

6.3 implique le lemme suivant 

Lemme 6.5. Prenons un glissement G+ (P, Oil 03 ) (ou G (P, 0 10 Os)). En temps

*1 0(1) nous pouvons vérifier si un point d'obstacle Ok, i / k j, empêche ou non le 

glissement G+ (Pl Oi 1 Oj  (respectivement G(P, O, O)). 

Démonstration. Il est suffisant de calculer 1 lellipse donnée par theoreme6.3 et ana- 

ôté contenant le 
lyser la position de cette ellipse et son orientation par rapport au c 

point °k•
[
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Nous pouvons maintenant donner l'algorithme vérifiant s i le polygone est immo- 

bilise par l'ensemble de points d'obstacle O - (01 , • • • , O). 

Algorithme 2 ESTIMMOBILISE (P , O ) boolean function Estlmmobilisé'(]?,U) 

1 

2 
3 
4 
5 
6 

7 
8 

9 
10 

11 
12 
13 

14 
15

foi l 02, . I • Oni de points d'obstacle, situés au 

f ni d è -u r o1vgone P (sauf sommets) 
Output : Si le polygone P est immobilisé par 101, 02, • • • , Oni ou pas 

pour i<l ànfaire 

pour k 1
0% 	alors 

; break;

j 

à n faire 
Imm < f alse; 
pour k 1 a n faire 

Si ok empêche G(P,O,O) alors 
LImm < truc ; break; 

pourj< 1 

I 

si Imm	false alors 

I_ retourner false; 

sinon 

I_ Imm f alse; 

' fairea n  

si Ok empêche, G 
1 _ Imm < truc 

Si IMTn: - fals e alors 

_ retourner false; 

16 retourner true; 

Nous avons le théorème suivant 

Théorème 6.6. La fonction EstImmobiltse calcule correctement en temps (0)(n3) 

sz le polygone P est zmmobilisé par
0 l*ensemble de points d*obstacle O. 

Démonstration. Nous allons prouver d'abord l'exactitude de la fonction. Le frag- 

ment de la fonction en lignes 3-15 s'exécute pour chaque paire d'indices (i, i)  

:

- - - -- -r .	-
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prenant en considëration tout glissement G(P, O . , 03). Si le gus- 

sement positif G+ (P, *I, O Oi) n 1 est empêché par aucun point d'obstacle Ok, dans la 

boucle de lignes 4-6, ce glissement est un mouvement d'échappement et la fonction, 

en ligne 8, retourne correctement « faise » ce qui signifie qu'il n'y a pas d'immobi- 

lisation. De façon similaire, si le glissement négatif G (P, Oi, Oi) n'est empêché par 

aucun point d'obstacle Ok dans la boucle des lignes 11-13, ce glissement constitue 

un mouvement d'échappement. Conséquemment, pas d'immobilisation est retourné 

en ligne 15 . Autrement, si chaque glissement positif et négatif est empêché'  par un 

point d'obstacle, par lemme 6.2 le polygone est immobilisé, ce qui est correctement 

rapporté en ligne 16 de la fonction. 

Pour prouver la complexité algorithmique de la fonction, observons qu'elle est 

déterminée par le code des lignes 5-6 et 12-13. Par lemme 6.5 chaque exécution de 

ces lignes prend un temps constant. Comme ces instructions sont à l'intérieur de trois 

boucles imbriquées de complexité*  O (n) , ceci montre que la complexité algorithmique 

de la fonction est 0 (n3 ) .	
I]
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Chapitre 7 
lb

Algorithme optimal vérifiant 
0 

1* immobilisation 

en position quelconque 

Dans ce chapitre nous proposons un algorithme plus avanc -0e que le précédent. 

L'idée principale de l'algorithme est de considérer séparément les glissements positifs 0 

et négatifs et pour chaque cas garder la liste d e points d'obstacle pour lesquels il y 

a des glissements pas encore empêchée s par d'autres pointes. L'algor ithme construit 

des listes de tels points et il s'avère que le glissement de deux points consécutifs sur 

une telle liste n'est empêché par aucun autre point d'obstacle. La construction d'une 

telle liste se fait en temps linéaire.
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Avant de procéder avec les preuves formelles nous allons faire un couple d'obser-	 :1 

vations 

Observation 7.1. Pour ce que nous appelons « glissement positif » du POIYgone sur 

les points d*obstacle 0%, 0 3 le test si le gizssement est empêché par le point Ok est 

équivalent avec le test « est-ce que le po znt d*intersection des droites support n i et nj 

se trouve dans le demi-plan droite de k? 

Supposons que N est un ensemble de vecteurs normaux au p érimètre du polygone 

aux points d*obstacle ordonnés par angle. 

. Observation 7.2. Si dans l*ensemble N il y a 2 vecteurs consécutifs tel que l*angle 

orienté /-(n4, 	> r alors le polygone n*	 lus de glisse- est pas immobilisé et en p 

ments le polygone peut être soumis a une
	on sur n*importe quelle, direction 

de Rotatt"on(n*il	2) à Rotatz*on(ni+l I 2)0 

Nous prouvons d*abord un lemme concernant trois points d*obstacle. 

t les trois vecteurs 

normaux vers l*intérieur du polygone n,	et nk sont tels que O <

 

ninj < nink <IF o 

Dans ce cas, sz les trois points, tous à la fois, ne peuvent pas glisser sur leurs côtés 

respectives nous avons (votrFigure 7. 1) 

Lemme 703,0 Supposons que trois points d*obstacle O i , O . , Ok aYan 

1) Soit le glissement positif (*négatif,) G -P, Oi , Ok) n*est pas empeché par le point 

0- ou bien
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I,J 

2) le glissement positif (respectivement négatif) GP10il O ) n'est pas empêché par 

le point Ok et le glissementos  p itif (respectivement négatif) G(P, Oj i Ok) n'est 

pas empêché par le point Oi. 

Démonstration. Considérons G(Pi Oi j O). Si le produit scalaire du vecteur tangent 

à l'ellipse au point 0  (l'ellipse étant la trajectoire du point 0k)i dénot par'
	

tk, et 

n'est 
le vecteur nk est plus petit que zëro alors le glissement sur les points O i et O j 

pas empêché par le point °k• Cette situation arrive quand le point d'intersection 

71k• Compte tenu Fi.; se trouve dans le demi-plan gauche déterminé par le vecteur 

o <7r en nini. 	nink < que tout le temps on a le triangle Hi.-HikH-k orienté 

positif (antihoraire) et en plus de fait que le polygone n'est pas immobilisé on a que 

l'intersection de 3 demi-plans gauches déterminés par n i ' ni et nk est une zone non 

borné du plan. Supposons que les trois points	Hk et Hk ne coïncident pas. 

Danc ce cas Hk 
ne se trouve pas sur e bord de cette zone et donc le glissement sur 

Oi et Ok est empêché par Oi , soit on a juste Hik sur ce bord et donc les deux autres 

glissements ne sont pas permises (voir Figure 701(b». 

q' rpposois alors cue les trois points Hij, H k et H k coïncident (voir Figure 7.2). 

—  
ti .	tj . Tt et tk ce k sont zero, e est as dire les 

ellipses sont tangentes aux côtés du polygone. Comme par Théorème 6 le centre 

de l'ellipse tracé par le point Ok est le point Sii - l'intersection des droites i et j -, 

le triangle SjiSjkSjk a un ou deux points sur le bord de la zone de positions libre 

déterminée par les côtés i, j et k. Observons que ce triangle ne peut pas être dégénéré 

Dans ce cas les 3 produits scalaires

4
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(a)  Glissement possible sur 
(Oi i Oj ) et (

2 paires :

FIGURE 7,01 - Triangle HijH k Hk non dégénéré 

a un point, puisque par théorème 6.3 les trois points pourraient glisser à la fois sur 

les côtés respectives. Si le triangle a juste un point sur le bord de cette zone alors 

le glissement sur la paire (Oi3Ok) implique que les glissements sur les deux autres 

paires (0 . , 0,) et (03, Ok) ne sont pas possibles. Si le triangle a deux points sur ce 

bord alors le glissement est possible sur les paires (Oi3 Oj ) et (03, Ok),e 

Le lemme suivantp ermet d'étendre la considération du lemme précédent sur une 

liste de points. 

Lemme 7.4. Supposons que nous avons k points d'obstacle 01, . . . , Ok en ordre de 

leur vecteurs normaux de sorte que O < n in2 < nin3 < • S < nink-1 < 7r et que 

chaque glissement C Pl Oil Oi+l) pour i	, . . . , k 2 n'est pas empêché ni par °j1 

ni par °i+2 . Dans ce cas, soit
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(a* Glissement possible sur 2 paires 
(o i3Oj) et (0j,Ok)

(b) Glissement possible juste sur 
la paire (0,' ,Ok) 

FIGURE 7,02 Hij 1 Hk et Hk coïncident 

1) le glissement posztif (respectivement négatif) G+P, Ok-1 i Ok) n*est empêché par 

aucun point Oi, pour i	, • • • , k 20 

2) Il n*y a aucun glissement d *écahppement positif (respectivement negatzf) impli- 

quant le point ok- @ 

Démonstration. Supposons que le glissement G+ (P, Ok-1 , Ok) n*est pas empêché par 

le point Ok-2 (voir Figure 7.3(a)). 

En ce moment la, le point X d*intersection des normales au points d*obstacle 

Ok-1 et Ok se trouve à gauche du point Y - le point d*intersection des normales au 

points Ok-, et °k-2• Comme tous les points d*intersection de normales aux points 

Oi et Oi+1 * pour j	
1, 2, s s • , k 3, se trouvent à droite de Y ça prouve le point 1) , 
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FIGURE 7,03 - Section horizontale dans l'espace de configuration 

du lemme,. 

Supposons alors que le glissement G+ (P, Ok 1, Ok) est empêche par le point ok-2	
0 

.	s, infinitésimale centree (voir  Figure 7.3(b»O Ce glissement correspond à une rotation 

sur la normale au point ok-le Cependant 1es rotations à droite dû point Y sont 

empêchées par le point d'obstacle Ok- et ceux à droite du point X sont empêchées 

par le point °k• Comme X est à droite de Y ceci prouve le point 2) du lemme,. 

L'argument est vrai aussi si les points X et Y coïncident. 

La preuve pour les glissements négatifs est symétrique.
	 H 

Comme conséquence des lemmes 7.3 et 7.4 nous avons immédiatement le lemme 

suivante: 

Lemme 7.5. Supposons que L loti• . ,	, Qip	 1 } est une sous-séquence de O • • . On, ,	,  

L — la liste d*gnérée par
 l*algorithme  4 jusqu *au début de la ligne 24. Dans ce cas 

0

Il

e 

il



n'existe aucun glissement d'échappement G(P, O
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1) Le glissement poszt?f (négatif) G+ P,	0+) respectzvement G— (P Oi, Oi,+J» 

n*est emp^ché par aucun point d*obstacle Oi , pour i ka 

2) Chaque glissement positif (negatif) zm - liquant un point d*obstacle Or, qui N,est 

pas dans la liste L est empêché par au moins un point appartenan t à la liste L. 

Théorème 7.6. L*algortthme  4 décide correctement en temps 0(nlogn) si l*en- 

semble de points d*obstacle Oi, . s Ion tmmobilise ou non le polygone P. 

Demonstration. Le polygone P est immobilisé par Oi , s s s , On si et seulement s'il 

ligne 17 de l'algorithme la li

j, Oi), 1 < i 1 j < n. Si à la fin de la 

ste L est vide alors par la lemme 7.5 il n'existe aucune 

la liste glissement positif d'échappement. En ce moment notre algorithme retourne 

de points qui empêchent les glissement positifs et négatifs . Si la liste L n'est pas vide, 

alors clairement, par le même lemme, le glissement positif sur deux points d'obstacle 
u 

consécutifs de la liste L constitue un mouvement d'échappement. De façon similaire, 

ce 
par lemme 7.5 si L est vide dans la ligne 17 alors il n'existe aucun glissement négatif 

d'échappement. Egalement, si la liste L n'est pas vide le glissement négatif rapporté 

est un mouvement d'échappement. 

Pour déterminer la complexité de l'algorithme observons que l'ensemble de points 

au p d'obstacle, ordonne' par l'angle du vecteur normal érimètre du polygone P peut 

être obtenu en temps 0(niogn),u Analysons maintenant le traitement de la liste L. 

Ça  prend un temps 0(1) pour déterminer si un poin t d'obstacle doit être,ajout o ié  ou
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non, à la liste L. Comme chaque point peut être inséré au plus une fois, et supprimé 

L le traitement associé aux insertions et suppressions ,  

de la liste L prends un temps O (n). 

La preuve du théorème 7.6 nous permets de constater le corollaire suivant : 

aussi au plus une fois de la liste
L1 

Corollaire 7.7.  A lgorithme 4 foucbonne en temps 0(n) sz la liste de points d*obs- 

tacle est donnée ordonnée par l*angle du vecteur normal au périmètre. 

Il est connue, voir [2] , que chaque polygone sans e ôtée s parallèles peut être im- 

mobilisé par trois points d'obstacle et les polyffones avec côtés parallèles peuvent 

nécessiter quatre points pour être immobilisés. Cependant ceci nécessite de les pla- 

cer dans des postions bien déterminées . Notre algorithme retourne six, sept ou huit 

points d'immobilisation, si 1' ensemble de points d'obstacle O - {O,. . . , OnI imrno- 

bilise le polygone . Il est intéressant d'observer que six points d'immobilisation sont 

parfois nécessaires, ce qu
0 i montre le théorème suivant

quzi Théorème 7.8. Il existe un ensemble de six points d*obstacle mmobiiz-se le 

t d*échap- polygone tel que aucun point ne peut être supprimé sans que un mouvemen 

pement devient possible. 

Démonstration. Considérons l'exemple de la Figure 7.4. Il est possible de montrer 

qu'aucune centre de rotation (positive  ou négative) ne correspond à un glissement 

d'échappement. Nous allons montrer que l'élimination de n'importe quel point d'obs- 

tacle A, B I C, D, E ou F résultera en existence d'un mouvement d'échappement.



J. 

10 -VÀ CHAPITRE 7. ALGORITHME  O - POSITION QUELCONQUE

LI 

FIGURE 7 - L'exemple d'un polygone î 
pour l'immobl*lisation.

mmobilise par six points, tous nécessaires 

Par symétrie il suffit de considérer juste les trois points A , B, C. L'élimination du 

point A permet de translater le polygone dans la direction de la droite BC. L'élimi-

nation du point B permet la rotation positive centré à Y. Par contre, l'élimination

j fl	

du point C permet une rotation négative centr é au point X. 

Au cas ou trois points d'obstacle sont positionnés tel que leurs perpendiculaires 

sur les côtés du polygone passent par le même point H (voir Figure 7.5) et les 

prolongements des côtes s'intersectent dans un point I alors on a le cas où le polygone 

glisse sur les trois points d'obstacle à la fois. 

. Nous allons donné un algorithme qui détermine si l'ensemble des points d'obstacle 

immobilise le polygone.
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FIGURE 7,05 L'exemple d'un polygone emprisonné tel que le seul mouvement 
d'échappement est le glissement sur 3 points à la fois. 

El

ak 

AlLyorl*thme 3 : IMMPQO Détermine si le polygone est immobilisé ou pas., 

Entrées : Un ensemble fini , non vide 
O0,,

  } , 02, 712 } , . . . , t0frn i  i 
es au bord du polygone P (sauf sommetsde points d'obstacle, situ ). 

Pour chaque point d'obstacle on a le vecteur unitaire 
perpendiculaire sur le bord du polygone, orienté vers l'intérieur. 

Output: 
1 Trier l'ensemble de points d'obstacle par ordre croissante de vecteurs normaux. 
2 SI GlissPositifPossible(P, O) ou GlzssNegatzvesPossible (P, O) alors 

3 
1 

retourner "Le polygone P n*est pas immobz- lisé" 
.

é par Gli 
4 sinon 
5 1 L RL retourn sspositif Possible P, O) U RL retourné par 

GlissNegativesPossib le P, O) 
faire 
alors 

Z--longueur P ) à 1 pas -1 

EstImmobilise P, L O}) 
L < L O} 

pour 
à	si

^1^
	retourner "Le polygone P est immobilisé"
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L'algorithme appele les fonctions GlzssoszP itfPossible et GltssNegatifPossible qui	
I 

déterminent s'ils existent les glissements d'échappement positifs ou négatifs, respecti- 

vement. La fonction GlissPositifPossible est donné ci-dessous. La fonction symétrique 

GlissNé'gatifPossible, est donnée en annexe.

4 

r



RL L; 
retourner "Touts les gli
moins un point de RL

ssements du P sont empechés par au 
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Algorithme 4 : fonction GlissPositifPossible(P,O)
•1 situés au bord du polygone t' Entrées : O - la liste tr7 lee de points d*obstacle, 

(sauf sommets). 
\	 f 

Output a - la liste de points de glissement positif permis. 
1 L<

 

fO 1 ,02};O< {03 ,.•• ,O}; 
/* Variables: -- 	 1I I - /* - 01 - indiques ie premier eleilleau ue
/- - 02 - indiques le deuxième élément de la 

°a - l*avant-dernière élément de la liste 

°d - le dernière élément de la liste L 
Ok - le premierélément de la liste O

2RL< L
3  si /(*, 712)> 7F alors 
4 1 retourner "Le polygone n*est pas immobilisé"

Là 

liste L 
liste L 

5 

6 

9

tant que O / 0 faire 
si	71d)> 7F alors 
I si Oi n*empêche pas G (P, Od, Ok) 

tant que / ( a, k) < 7r et (Ok 
Il < fi\ f 014}	

/- Élimine des éléments de la fin ae 
liste

alors 
empêche G (P, Oa, Od)) faire 

t 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17

tant que X (nk, 712) < *TU et g(O, 01; 02) faire 
YAJisoour Ui, 02; mine 01 ;

 
-	I 

(k,2) < 7r et (02 empêche G(P,Ok,O1)) 

L < L\{0 1 }	1* Élimine des éléments du dé 

liste 

L< L U tOki; 
si Oi empêche G+ (P, Oa i Od) alors 

lEu 
tant que X faire 

but de la 

18 

19 

20

sinon 
1 tant que O 

21

a empêche G (P, °d, Ok) faire 

L L< L\tOdl 

L— L 

22
	 0\10ki
	/- Élimine Ok, le premier elément de O 

23 

24

RL L; 
retourner "Glissement positif possible !" 

O <_-

0



j 
Chapitre 8 

Conclusions 

Nous avons proposé des algorithmes qu i vérifient si un ensemble donné de points 

d'obstacle immobilise le polygone. Notre texte présente trois al gorithmes. Le premier 

algorithme, en temps O (n) , fonctionne seulement si les donne
, es d'entre 0 e sont en 

position générale. Le second algorithme fonctionne en tous les cas en temps 0(n3). 

Le dernier algorithme, le plus avancée , est une amélioration du traitement en cas 

géénral fonctionnant en temps O (n log n). Comme un produit dérivé du notre travail 

nous avons observé et caractérisé les situations ou le seul mouvement d'échappement 

du polygone est un mouvement de glissement pendant lequel trois (ou plus) de points 

d'obstacle restent en contact continue avec le périmètre du polygone. 

4
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où	o faire 

SI ôi171k>O 
I_ retourner "Ok empêche le glissement posit? 

cas
alors

f sur Oi et O à la fois" 

sinon 
1 retourner "Ok permets le glissement positif sur O et O à la fois"

ANNEXE  A . TEST GLISSEMENTS  NÉ GATIFS
	 93 

Entrées : oi,nioiinii °k i k trois points d'obstacle, situés au bord du 
nn1vrûnP P (sauf sommets). 

Lzgne 

À1€orithme 5 : fonction TestGlissPosOiOj 

Output : -la liste de points de g 
/- -Trouver le vecteur 

pendent le glissement
et oj à la fois

1 SI (ni 	)i alors 
2 _t Rotate(ff,9O°) 

3 sinon 
/- Trouver le point d* 

OZ et 0 et le 
prolongés.

lissement négatif permis. 
à la trace marqué par le point 
du polygone P sur les points

Ok 
Oi 

en 
cotes 

tangent 
positif 

intersection de deux perpendiculaires 
point d*intersection de deux 

H	 ÇU,n) r) LzgneUj,Tt,J) 
s Lz*gnePerpendzculaz"re(oti n^,) n Lz*gnePerpendzculaz*re(O 

si H	0,, alors 
/- Si le point d *nhstC1e Ok coïncide au point H 

l'ellipseest 

 Rotate(H (O,9O°) 

5
u,- 
degeneree à n segmen+-.

ff, j,	) 

6 

7 
8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

is

t H 

sinon 
I t	k I 

.	 -9	.-. 

suivant t e  r faire 
cas où >0 faire 

1 retourner "Ok empêche le, glissement positif sur O et O à 1 

cas où <O faire 
"Ok permets le glissement 

L_ retourner

'

a fois" 

positif sur Oi et Oj à la fois" 



ossible(P,O) 
ntr èes : O - la liste triée de points d*obstacle, situés au bord du polygone 

( sauf sommets'). 
Output : - la li 
L< {O1,02};( 
/* Variables: 
/--
/--
/--
/--

lissNégat gori-thrne 6 : fonction 

){03 ,... ,O};

liste 01 - indiques le premier élément de la 
02 - indiques le deuxième élé 
°a- 1, 
Od-le 
Ok-le 
Li 

--+ 
(1M2)>

avant-dernière élément -	-	- 	-

ent de la liste 
de la liste L 
liste L  de 

premier élément de la liste 
2kL 

0 

3S1 

41 mmobz.lzse.7F aiors 
"Le polygone- n*est pas retourner 

sinon 

10

ue 0 0 fai/re 
(n i , d ) > 1F alors 

si Oi n*empêche pas 
tant que (na i nk) 1 L - L\f Odj 

liste 

tant que Z (nk, n2) 

L <
 

L\{01} , liste */ 

dernière elem ent  

(P, °d, Ok) 
<lu et(Ok 

/* Élimine des 

tant	

ste de points de glissement négatif permis. 

t(02 empêche G(P, °k, Or)) faire 
Élimine des éléments du début de la 

tant 
si 

aiors 
empêche (P, °a d)) faire 

éléments de lafin de 

12 

13 

14 

15

U{Ok}; 
si Oi empêche G(P,Oa,Od) aiors 

retourner :ot les glissements du
moins un poinr ae r

sont empêchés par au 

16 

17 

18 

19 

20 1 U 
TT -	T

 que Ua empêche 
L < L\10 1 - L U 10ki; 

\fOkl

(Pi Odi Ok) faire 

Ël im ine k > le premier élément de	-1 

21 IfIJ< 

22 retourner "Glissement négatif possible !" 
p


